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1 WPROWADZENIE

Identyfikacja zajmuje sie wyznaczaniem modeli matematycznych obiektow. Model
matematyczny definiuje w sposob $cisty zachowanie sie obiektu w okreslonych
warunkach. Warunki te sg okreslone przez wejscia i wyjscia obiektu w chwili obecne;j
i w przesztosci. Z natury rzeczy (nieskonczona ilos¢ wielkosci oddziatujacych na
zachowanie sie obiektu, nieliniowosci, trudnos¢ scistego zdefiniowania wielkosci
wejsciowych i wyjsciowych) model jest pewnym przyblizeniem rzeczywistego obiektu,
idealizacjg z ograniczajgcymi zatozeniami (ograniczona iloS¢ wejS¢ i wyjs¢,
liniowo$¢). Stosuje sie rozne postacie modeli w zaleznosci od przeznaczenia
tworzonego modelu i struktury identyfikowanego obiektu. W dalszej czesci bedziemy
rozwazac¢ szczegolng klase modeli opisujgcych rzeczywiste obiekty, tj. klase modeli
dynamicznych i liniowych, wielowejsciowych i wielowyjsciowych (ang. Multiple Input
Multiple Output, w skrécie MIMO), ze szczegdlnym waznym przypadkiem modelu z
jednym wejsciem i jednym wyjsciem (ang. Single Input Single Output, w skrocie
SISO). Wieksza czes¢ zaje¢ bedzie poswiecona obiektom ciggtym, tj. opisywanym
modelami z czasem ciggtym. Modele z czasem dyskretnym, tj. z wejsciami i
wyjsciami okreslonymi tylko w dyskretnych chwilach czasu, bedg tematem jednych z
koncowych zajec. Dla uktadéw niestacjonarnych parametry poszczegdlnych postaci
modeli sg funkcjami czasu.

Identyfikacja jest przeprowadzana na podstawie informacji pomiarowej o
wielkosciach wejsciowych i wyjsciowych obiektu. Ta informacja pomiarowa we
wspotczesnych  komputerowych systemach identyfikacji to prébki sygnatow
wejsciowych i wyjsciowych. W odniesieniu do sygnatéw rowniez stosuje sie czesto
idealizacje, przyblizajagc rzeczywiste sygnaty ich idealnymi odpowiednikami
opisywanymi matematycznie. Ten zabieg pozwala na fatwiejszg ich analize w
zadaniach identyfikacji. Niektore sygnaty idealne nie wystepujg w rzeczywistosci z
powodu ograniczen zmian energii w czasie (impuls Diraca, skok jednostkowy), sg
jednak, przy spetnieniu okreslonych zatozen, dobrym przyblizeniem sygnatow
rzeczywistych.

Wstepnym etapem identyfikacji jest okreslenie charakteru obiektu na podstawie
rejestracji jego sygnatéw (statyczny czy dynamiczny, jesli dynamiczny to jakiego
rzedu, o jakiej dynamice). Dlatego podstawowg wiedzg w identyfikacji obiektow jest
znajomos¢ zachowania sie standardowych obiektow (pierwszego i drugiego rzedu)
pod wptywem standardowych sygnatéw pobudzajacych (np. skok, impuls
jednostkowy, pobudzenie sinusoidalne). Zadania w biezacym c¢wiczeniu stuzg
przypomnieniu i ugruntowaniu wiedzy zdobytej na zajeciach z matematyki, fizyki i
elektrotechniki.

2 MODELE MATEMATYCZNE LINIOWYCH SYSTEMOW DYNAMICZNYCH
Definicja
Liniowy model dynamiczny to model spetniajacy zasade superpozycji, tzn. model,
ktdrego dziatanie opisuje operator F spetnione jest rownanie:

F(a-u1 (1)+b-u, (t)): a-F(u1 (t))+b-F(u2 (t))
Jak tatwo sprawdzi¢ operatorem liniowym jest zaréwno operator catkowania jak i
operator rézniczkowania.

2.1 Postacie matematycznych modeli liniowych systemoéw dynamicznych
e rownanie rozniczkowe
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y(t)+a, (1) +...+a, M:bou(t)ﬂpl du(1) +...+b, d"u(t)
dt dt" dt dt"
Systemy fizyczne spetniajg warunek realizowalnosci: m < n.
Pojedyncze réwnanie opisuje ukfad SISO (jedno wejscie, jedno wyjscie) z
okreslonymi warunkami poczatkowymi.

¢ rownania stanu
dx (¢t
L = Ax(t)+Bu(?)
dt
y(1)=Cx(7)+Du(t)
A — macierz kwadratowa nxn, B — macierz nxm,
C — macierz pxn, D — macierz pxm,
n —ilos¢ stanow, m — ilos¢ wejs¢, p — ilos¢ wyjsc.

Macierzowe réwnanie stanu opisuje uktad MIMO (wiele wejs¢, wiele wyjs¢).

Ogodlne rozwigzanie réwnan stanu ma postac:
t

x(1)=ex(0)+ .[eA(H)Bu (t)dr

0
Jak wynika z powyzszego réwnania zachowanie sie obiektu nie zalezy od
historii sygnatéw wejsciowych, co osiggnieto dzieki wprowadzeniu do modelu
zmiennych stanu.

e transmitancja operatorowa
G(s) = v(s) £{y(1)} b+bs+..+bs"

u(s) €lu(t)) l+as+..+as"

Jedna transmitancja opisuje uktad SISO przy zerowych warunkach
poczatkowych. Ogdlne wyrazenie opisujgce odpowiedz na wejscie u(t) ma
postac:

y(1)=&"{G(s)&{u ()}

Podstawiajac s=jo otrzymujemy transmitancje widmowg. W szczegdlnym
przypadku pobudzenia harmonicznego o okreslonej pulsacji ® odpowiedz

ustalona na wejsciowy sygnat sinusoidalny ma postaé sinusoidalng o
amplitudzie i fazie zmienionej przez transmitancje w punkcie jo, tj.:

Y(jo)=U(jo) G(jo)

e odpowiedz impulsowa
h(t)=F(3())
Impuls Diraca & (¢)#0 tylko dla t=0 oraz IS (t)dt=1

Ogodlne wyrazenie opisujgce odpowiedz na wejscie u(t) ma postac splotowa;:

y(to)=h(t)*u(t)

=0 ]:h(f)”(to —1)de
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Rys. 1 Wyjasnienie znaczenia operacji splotu sygnatow

Wyznaczenie odpowiedzi w nastepnym punkcie wymaga powtorzenia catej
procedury catkowania z innym przesunieciem.

2.2 Zwiazki miedzy poszczegdlnymi postaciami modeli.
réwnanie rézniczkowe = rownania stanu
metoda podstawienia zmiennej stanu za pochodng

rownanie rézniczkowe = transmitancja operatorowa
transformata Laplace’a

réwnania stanu = transmitancja operatorowa
G(s)=C(s1-A) 'B+D

odpowiedz impulsowa = transmitancja operatorowa

G(s)=2(h(1)

3 PRAKTYKA OPISU MODELOWEGO

3.1 Model pierwszego rzedu
Obiekty termiczne (np. czujnik temperatury bez obudowy), elektryczne (np. uktady
RC usredniajgce-dolnoprzepustowe lub rézniczkujgce-goérnoprzepustowe).
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I
R c oy
u(t)T . y(t) u(t)T RQ y()

-

Wyznaczamy rownanie rézniczkowe opisujgce ukfad, bedace w tym przypadku
rowniez rownaniem stanu:

u=Ri+ d(u—-
" _pedle=2)
dy Y dt

u=RC—+y o
dt Podstawienia: x=u—-y, ©=RC

Q:—ly—klu, T =RC ﬂ:_lx_'_lu

dt T | T dt T T

G(s)= y=—-x+u
Ts+1 s
L G(s)=

h(t):leT () ts+1
T

3.2 Model drugiego rzedu

Model obiektu drugiego rzedu, mechanicznego (np. belka do uktadu
tensometrycznego, ustroj wskazowkowy, akcelerometr), termicznego (np. czujnik
temperatury z obudowg metalowg), elektrycznego (wzmacniacz, filtr) z odpowiednig
interpretacjg ogolnych parametrow modelu.

401y, @)

Rownanie rézniczkowe: ot 2Lo, 0t o, y(t) =0, ku(t)

2
ko,

s*+20wys + o,
Bieguny transmitancji (pierwiastki mianownika):

S, = —(C +./¢° —1)030 , zespolone sprzezone dla <1

Transmitancja: G(s)=

Réwnanie stanu: patrz zadanie (1).

Odpowiedz impulsowa dla:
E<1: h(t):&e"éwsin( l—ézmot),
1_ 2

E=1: h(1)=ko,'te™,

E‘>>1: h(t):%(et/T1 —€7t/T2).
1 2

f

3.3 Model silnika pradu statego - uktadu elektromechanicznego

Zamodelujemy silnik pradu statego z napieciem zasilajgcym u(t) jako wielkoscig
wejéciowa i predkoscig obrotowa  (¢) jako wielkoscig wyjsciowa,

Obwdd elektryczny silnika reprezentuje rezystancja R i indukcyjno$¢ L uzwojen oraz
sita elektromotoryczna ue(t) indukowana w polu magnetycznym proporcjonalna na
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predkosci obrotowej ze wspotczynnikiem K, (prawo indukcji Faradaya). Rownanie
dynamiki dla czesci elektrycznej ma posta¢ (prawo Kirchoffa):

u(t)—u,(t)= LdiT(;)JrRi(t), u,(1)=K,o(t)

Elementy mechaniczne reprezentujg moment bezwtadnosci J, moment napedowy
proporcjonalny do pradu ze wspoétczynnikiem K, (prawo Ampera) i moment tarcia

proporcjonalny do predkosci obrotowej (tarcie wiskotyczne) ze wspotczynnikiem K, .

Réwnanie dynamiczne czesci mechanicznej ma postac¢ (prawo Newtona):

do(t
J%:—K,w(t)JrKni(t)
Porzadkujac réwnania i zapisujgc je w standardowej postaci rownan stanu

uzyskujemy:

O RS B |
st e P It A CICR O A HOAE
J J

4 ANALIZA MODELI W MATLABIE

Funkcje Matlaba zwigzane z tematem:
impulse, step, Isim, tf2ss, ss2tf, bode, linspace, logspace, semilogx, semilogy, abs,
angle.

41 Przyktad 1
Rozwazamy model obiektu pierwszego rzedu przedstawionego na ponizszym
schemacie, z napieciem wejsciowym u, napieciem na kondensatorze y i pradem i.

R
i(t)
u(t)T y(®)
T

Przebieg napiecia na kondensatorze przy impulsowym dostarczeniu tadunku (lub
przy jednostkowym napieciu poczatkowym) mozemy wyznaczy¢ w Matlabie funkcjg
impulse z odpowiednimi parametrami z réwnania stanu, podstawiajac konkretng
wartosc za parametr Tau.

Instrukcje Matlaba:
ly, x, t]=impulse(-1/Tau,1/Tau,1,0);
plot(t,y)

Przyktadowy wynik tych wywotan dla Tau=2 przedstawiono na rysunku.
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Takg samg odpowiedz mozemy uzyskac gdy uktad bedzie opisany transmitancja.

1 1
sy=——y+—u
T T

y(ts+1)=u

1
G p—l
(S) st +1
Instrukcje Matlaba:
[y1, x, t1]=impulse(1,[Tau 1]);

plot(t1,y1,'g")

4.2 Przykiad 2

Szeregowo potaczone dwa ukfady inercyjne pierwszego rzedu mozemy analizowac
generujgc odpowiedz pierwszego ukfadu i podajac jg na wejscie drugiego uktadu
(przy upraszczajgcym zatozeniu ze ukfady nie obcigzajg sie wzajemnie). Tym razem
wyznaczymy odpowiedz na skokowg zmiane wielkosci wejsciowej, a interesowac nas
bedzie sygnat wyjsciowy drugiego uktadu.

u(t) y(t)
“» > >

T 5T
Instrukcje Matlaba:

[y, x, t]=step(-1/Tau1,1/Tau1,1,0);

plot(t,y)
[y1, x]=Isim(-1/Tau2,1/Tau2,1,0,y,t);

plot(t,y1,'g’)

Poszukiwany przebieg pokazano na ponizszym rysunku.
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Ten sam wynik mozna otrzymac przez podanie tgcznej transmitancji do funkcji step
analogicznie jak w nastepnym przyktadzie.

4.3 Przykiad 3
Wynik dziatania funkcji impulse poréwnamy z dokfadng odpowiedzig obiektu
inercyjnego z dwiema statymi czasowymi.

Transmitancja uktadu ma postac G(s) =

(1+STI)(1+STZ).

Przyjmujemy: k=10; T1=5; T2=1

Instrukcje Matlaba:
[y,x,t]=impulse(10, [5 6 1]);
y1=10/4*(exp(-t/5)-exp(-t/1));
plot(t, y, t, y1);

30

Na wykresie nie widac réznicy. W dalszej czesci przekonamy sie jednak, ze wyniki
funkcji impulse nie sg doktadne.

4.4 Przykiad 4

Filtr dolnoprzepustowy mozna zrealizowaC w prostym ukfadzie aktywnym ze
wzmacniaczem operacyjnym. Przykfad takiej realizacji jest przedstawiony na
ponizszym rysunku. Transmitancja tego uktadu ma postac
G(s)=u‘”y(s)= | .

u,(s) RRCC,s’+C (R +R,)s+1
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Out
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Jesli filtr ma mie¢ standardowg postac¢ np. Czebyszewa (filtr o najwiekszym spadku z
dopuszczeniem zafalowania charakterystyki) to dobdér elementéw R i C wynika z
ogolnej parametryzacji filtrow Czebyszewa [Tietze, Schenk]. Poniewaz projektowanie
filtrow Czebyszewa jest standardowym zadaniem projektowym, to Matlab udostepnia
funkcje cheby1 (filtr pierwszego rodzaju) i cheby? (filtr drugiego rodzaju) realizujgce
to zadanie. Projektowanie filtra polega na wywotaniu funkcji z podaniem
wymaganego rzedu i zafalowania filtra, a nastepnie na przeliczeniu uzyskanych

wspotczynnikéw transmitancii G(s): na wartosci elementéw R i C (przy

bs* +as+1
zatozeniu wartosci dwéch z czterech elementow).

4.5 Jak dziata funkcja impulse ?

Jak wspomniano wczesniej, dziatanie funkcji impulse nie jest oparte na zaleznosci
analitycznej wigzacej odpowiedz impulsowg z modelem réwnan stanu czy
transmitancji. Sledzenie kolejnych wywotan funkcji Matlaba z tej funkcji pokazuje
kolejne etapy generowania odpowiedzi impulsowej:

impulse - konwersja do zapisu obiektowego
Iti/impulse - rysunki i konwersja modelu do postaci réwnan stanu
Iti/gentresp
lti/trange - ustalenie zakresu czasu obliczen na podstawie najwiekszej
czesci rzeczywistej wartos$ci wkasnych macierzy A
Iti/private/timscale — ustalenie kroku obliczeh na podstawie najmniejszej
czesci rzeczywistej wartos$ci wkasnych macierzy A
ss/impresp - przejscie do dyskretnych réwnan stanu, A>A’, B»>B’
Ititr(A’,B’) — obliczenia iteracyjne trajektorii stanu wg rownan dyskretnych

Jak widac rozwigzanie sprowadza sie do rozwigzania dyskretnego réwnania stanu.
Adaptacja kroku czasowego (waznego dla dokfadnosci obliczen) i zakresu
czasowego prezentowanego przebiegu (istotnego dla pokazania dynamiki) jest
realizowana przez analize warto$ci wkasnych macierzy dynamiki A.

5 ZADANIA

Zadanie 1

Wyznacz model obiektu oscylacyjnego drugiego rzedu w postaci rownan stanu na
podstawie modelu w postaci réwnania rozniczkowego. Dla wybranych wartosci
parametréw poréwnaj uzyskany wynik z wynikiem dziatania funkcji konwersji postaci
modelu  tf2ss, ktérej parametrami wywotania sg wspotczynniki  modelu
transmitancyjnego.

Katedra Metrologii AGH 9




Laboratorium Komputerowej Identyfikacji Obiektow

Zadanie 2

Wyznacz z uzyciem procedury numerycznej impulse odpowiedz impulsowg obiektu
oscylacyjnego drugiego rzedu opisanego transmitancjg lub réwnaniem stanu. Czy
procedura numeryczna daje wyniki zgodne z odpowiedzig dokfadng? Utworz
charakterystyki czestotliwosciowe tego obiektu z uzyciem funkcji bode lub fregs.
Podaj wartos¢ wzmocnienia i fazy dla czestotliwosci 0.1w»,, 0.9, i 5.00,.

Zadanie 3

Wyznacz przebieg pradu i predkosci silnika pradu statego o modelu jak w przykfadzie
dla parametrow: R=10[Q], L=1.5[H], K, =0.015, K,=0.2, K,=0.02, J = 0.02["85'—;"2].

Zadanie 4

Dla obiektu oscylacyjnego drugiego rzedu i sygnatu wejsciowego w postaci sumy
trzech sygnatow harmonicznych (sinusoidalnych) o réznych czestotliwosciach
przedstawi¢ postaC czasowg sygnatu wejsciowego, jego postaé¢ czestotliwosciowa,
postac czestotliwosciowg sygnatu wyjsciowego i posta¢ czasowg tego ostatniego.

Zadanie 5

Na podstawie przeprowadzonego na zajeciach eksperymentu pomiarowego
przedstaw dane pomiarowe w  postaci charakterystyki amplitudowo-
czestotliwosciowej badanego obiektu. Wiedzac, ze obiekt jest filtrem Czebyszewa
drugiego rzedu o realizacji elektronicznej i nominalnych wartosciach elementéw jak w
przyktadzie poréwnaj jego charakterystyke nominalng z charakterystykg pomiarowa.
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