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Wewn trz studni powstaje fala stoj ca materii 
z w z ami na brzegach studni.
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W mechanice kwantowej ka dej wielko ci fizycznej 
przypisujemy pewien operator Q̂

Operatory

Operator : zbiór dzia a matematycznych przekszta caj cych
pewn  funkcj wyj ciow w inn funkcj

Q̂

Przyk ad operatora : w przypadku ruchu cz stki wzd u
osi OX p dowi przypisujemy operator :

x
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Operator ten  w dzia aniu na funkcj oznacza: utwórz now
funkcj b d c pierwsz pochodn funkcji po zmiennej x ,
a otrzymany wynik pomnó przez sta Plancka oraz i.



Funkcje w asne i warto ci w asne operatora
Dozwolone warto ci qn jakie mo e posiada wielko
fizyczna opisana operatorem wyznaczy mo na
rozwi zuj c tzw. równanie na warto ci w asne operatora 

Q̂

nqQ̂

qn jest warto ci  w asn operatora Q̂

Je eli dokonywa  b dziemy pomiarów, to zawsze otrzymamy 
jedn  z warto ci qn..

W niektórych przypadkach rozwi zanie równania na warto ci
w asne uzyska mo na jedynie dla ci le okre lonych warto ci
qn.. Oznacza to, e dana wielko fizyczna przyjmowa mo e
tylko pewne ci le okre lone, a nie dowolne warto ci.

Funkcje w asne i warto ci w asne operatora
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Dozwolone warto ci p du cz stki swobodnej : 
p = (h/2 ) k

Operator momentu p du

Momentowi p du przypisujemy cztery operatory: operator 
kwadratu momentu p du - 2L̂ 2222 ˆˆˆˆ LLLL
oraz

zyx

trzy operatory rzutu momentu p du  na poszczególne osie 
uk adu wspó rz dnych - zyx LLL ˆ,ˆ,ˆ

Równocze nie okre lon warto mo e mie tylko kwadrat 
momentu p du i jeden z jego rzutów na o wspó rz dnych.
Dwa pozosta e rzuty s nieokre lone.

Oznacza to, e równocze nie mo na zmierzy jedynie warto
momentu p du oraz warto jednego z jego rzutów na wybran
o  ( np. Lz - czyli warto rzutu  na o OZ) .

Kwantowanie momentu p du
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Dozwolone warto ci jakie mo e przybiera kwadrat momentu p du
musz by warto ciami w asnymi operatora .2L̂
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l - orbitalna liczba kwantowa

Wniosek:

moment  p du  jest  wielko ci skwantowan .

Oznacza to, e dowolny obiekt fizyczny mo e posiada
moment p du tylko o pewnych, ci le okre lonych
warto ciach.



Biegunowy uk ad wspó rz dnych
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Kwantowanie rzutu momentu p du
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z O OZ jest osi na któr rzutowa
b dziemy wektor momentu p du

W tym przypadku operator Lz ma posta
operatora ró niczkowania po k cie , a 
równanie na warto ci w asne ma posta

mzm Li

Rozwi zaniem tego równania s  funkcje postaci Ce)(
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Obrót uk adu wspó rz dnych o k t 2 wokó osi
OZ nie  zmienia warto ci funkcji falowej: 
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Momentu p du - podsumowanie

Dozwolone warto ci momentu p du

...3,2,1,0
)1(

lgdzie
llLl

Dozwolone warto ci rzutu momentu p du na o OZ
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Atom wodoru

Równanie Schrödingera dla atomu wodoru
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Potencja V symetri  sferyczn

Atom wodoru

Rozwi zanie równania Schrödingera dla atomu wodoru

,,, lmnl YrRr

funkcja sferyczna

funkcja zale na od k tów

n, l, m trzy liczny naturalne
liczby kwantowe charakteryzuj ce
stan elektronu wodoru w atomie H 

Liczby kwantowe: n n- g ówna liczba kwantowa

n - liczba naturalna ,numeruje energi
n = 1,2,3,4,5,…;
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Widma emisyjne atomu wodoru

Energia

2
1

i
in n

RyE 2
1

f
fn n

RyE0

-R/9
-R/16
-R/25

Paschen

4
5
n=

-R 1

-R/4 2

3

22
111
if

inn nn
RyEEE

f

eVRy 6.131

Balmer
D ugo  emitowanej fali

if nn
R 111

Lyman R sta a Rydberga

R=1.097 107 m-1

• Absorption spectrum of sodium

• Emission spectrum of uranium-238

• Flame spectrum of strontium
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(reproduced from Spectroscopy in Chemistry)
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Seria Balmera

(Å) k(cm-1)
H Czerwony 6565 15234

H Zielono-niebieski 4862 20565

H Niebieski 4342 23033

H Fioletowy 4103 24374
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Liczby kwantowe: l, m

l - orbitalna liczba kwantowa

l - okre la warto ci momentu p du elektronu na orbicie
liczba naturalna z zakresu [0, n-1 ]

l = 0,1,2,…n-1;

m - magnetyczna liczba kwantowa

m - okre la rzut momentu p du elektronu na 
wyró niony kierunek w przestrzeni 

m - liczba ca kowita z zakresu [-l, l ]

lm ...,2,1,0



Stany elektronu
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a0 = 0.05292 nm, promie  Bohra

Funkcje radialne
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Stan podstawowy - radialna g sto  stanów
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