Materialy pomocnicze
do kursu
Kodowanie — ¢wiczenia

Kod kursu ETE0055C
Semestr letni, rok akad. 2004 / 2005

Przygotowat Piotr Kocyan
pok. 804 C-5



Materiaty pomocnicze do kursu Kodowanie — ¢wiczenia (2004/2005)

Spis tresci

INFORMACJE OGOLNE
1.1 ZASADY ORGANIZACYINE .ot eeeeeeeeeeee e e eeeeeeeee e e e eeeeeeeaeeeeeteaeaaeeeeeerenaaaeas
1.2 ZASADY ZALICZENIA KURSU ...uuiieeieiiteeee e et eeeeeeeeeeeeeeeeeetaaaeaeeeeeeerenaaaens

WIADOMOSCI PODSTAWOWE

2.1 LICZBY BINARNE — PODSTAWOWE DZIALANIA ........ocoovviiueeeneeeereeeereeeereeeereeans
2.2 DZIELENIE WIELOMIANOW ......coiuviieuiieitieeeteeeeteeeeteeeeteeeeteeeeteeeeseseeseeeesesaeseeeeseeans
2.3 WAGA HAMMINGA ..ottt e et e et e et e e e et e e e eetaeaeeans
2.4 ODLEGELOSC HAMMINGA .....cvviiitiieetieeeteeeeieeeeteeeeteeeeteeeeaeeeeteeeeaeseeveeeeseseeseeeeseeans

KODY BLOKOWE LINIOWE I CYKLICZNE

3.1 KODY LINIOWE — WEASCIWOSC LINIOWOSCL.......cceoiveeeeeieeeeeeeeeeeeieeeeeeetreeeenns
32 KODY CYKLICZNE — WEASCIWOSC CYKLICZNOSCI ......cccevuveeeeereeeeereeeeeeeeeeeenns
33 ODLEGLOSC MINIMALNA KODU ......oooeiiuviieeiteeeeeeaeeeeeeeeeeeesaeeeeeeneeeesiseeesensneeeens
34 ZDOLNOSC DETEKCYINA TKOREKCYINA .....coiuviieeirieeeeieeeeeeeeeeeeiaeeeeeenneeeeeneeens
TEST NR 1 — ZADANIA
KODOWANIE INFORMACJI
5.1 KODOWANIE ZA POMOCA WIELOMIANU .......uoeiiiiuiieeiieiieeeeieeeeeeeeeeessieeessnieeesenns
5.2 KODOWANIE ZA POMOCA MACIERZY GENERUJACET .......ccoovuiiiiiiieeieieeeeieeeeenns
TEST NR 2 — ZADANIA
DEKODOWANIE KOREKCYJNE
7.1 N 40 5)X0 ) (PP
7.2 MACIERZ KOREKCYINA ...oeiiiuiiiiiiieieeieeteeeeeeeeeeeaeeeeseaeeeeseaeeessnaseeesaaseessnseeesenns
7.3 UPROSZCZONY ALGORYTM DEKODOWANIA DLA KODOW CYKLICZNYCH
TEST NR 3 — ZADANIA




Materiaty pomocnicze do kursu Kodowanie — ¢wiczenia (2004/2005)

Wykaz oznaczen

Wielkosci wektorowe oznaczono czcionkq pogrubionq, a wielkosci skalarne czcionkq zwykiq.
Zmienne zostaly oznaczone kursywq.

GF(p) — ciato Galois (Galois Field) o liczbie elementow rownej p

wy(u) — waga Hamminga wektora u
du(u, v) — odlegtos¢ Hamminga migdzy wektorami u i v

n — dtugos$¢ stowa kodowego

k — dtugo$¢ stowa informacyjnego (czgsci informacyjnej stowa kodowego)
d — odlegto$¢ minimalna kodu

[ — zdolno$¢ detekcyjna kodu

t — zdolno$¢ korekcyjna kodu

G — macierz generujaca
H — macierz korekcyjna

Ponizej podane wektory majq swoje odpowiedniki w zapisie wielomianowym np. u < u(x)
¢ — wektor kodowy (codeword)

c(+’i) — wektor kodowy przesunigty cyklicznie o i pozycji w lewo
™ — wektor kodowy przesuniety cyklicznie o i pozycji w prawo
e — wektor btedu (error)

g — wektor generujacy (wielomian generujacy)

m — wektor informacyjny (message)

r — reszta z dzielenia dwoch wektorow (wielomiandow)

s — wektor reprezentujacy syndrom

u, v — dowolne stowa binarne lub wektory

w — wynik dzielenia dwdch wektorow (wielomiandw)
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1 Informacje ogodlne

1.1 Zasady organizacyjne

Kurs sktada si¢ z siedmiu spotkan zaréwno dla zaje¢ prowadzonych w tygodniach parzystych
jak 1 nieparzystych. Osme terminy tygodni nieparzystych sa traktowane jako terminy dodatkowe
przeznaczone na powtdorne pisanie testow. Ponizej przedstawiono plan i kalendarz zaje¢ kursu.

Tabela 1 Plan kursu

Termin Temat zaje¢

1 Podanie zasad organizacyjnych, wprowadzenie do metod ochrony informacji przed btedami
i zastosowan kodowania w telekomunikac;ji
Cwiczenia obejmujace zadania dotyczace rozdziatu 2. i 3.
Test nr 1 (60 min), po tescie omdéwienie zadan i podanie prawidtowych odpowiedzi
Cwiczenia obejmujgce zadania dotyczace rozdziatu 5.
Test nr 2 (60 min), po tescie omdéwienie zadan i podanie prawidtowych odpowiedzi
Cwiczenia obejmujace zadania dotyczace rozdziatu 7.
Test nr 3 (60 min), po tescie omoéwienie zadan i podanie prawidtowych odpowiedzi

N[O |BR|WIN

Tabela 2 Kalendarz zaje¢ w semestrze letnim roku akad. 2004/2005

Grupa Termin 1 2 3 4 5 6 7 dodatk.
PN/N 15:15 5. 32 C-4| 21-02 7-03 21-03 | 4-04 18-04 | 16-05 | 30-05
WT/N 13:15 5. 32 C-4| 22-02 8-03 2203 5-04 19-04 | 17-05 | 31-05 | 14-06
SR/N 15:15 5. 33 C-4| 23-02 9-03 23-03 | 6-04 20-04 | 4-05 18-05 1-06
SR/N 17:05 5. 32 C-4| 23-02 9-03 23-03 | 6-04 20-04 | 4-05 18-05 1-06
CZIN11:15s. 32 C-4| 24-02 | 10-03 7-04 21-04 5-05 2-06 8-06 13-06
CZIN13:155s.32 C-4| 24-02 | 10-03 7-04 21-04 5-05 2-06 8-06 13-06
CZIN17:05s.33 C-4| 24-02 | 10-03 7-04 21-04 5-05 2-06 8-06 13-06
PN/P 15:15s. 32 C-4| 28-02 | 14-03 | 11-04 | 25-04 9-05 | 23-05 6-06
WT/P 13:15s. 32 C-4| 1-03 15-03 | 12-04 | 26-04 | 10-05 | 24-05 7-06
SR/P 15:15 5. 33 C-4| 2-03 16-03 | 30-03 | 13-04 | 27-04 | 11-05 | 25-05
CZ/P 11:15 5. 32 C-4| 3-03 17-03 | 31-03 | 14-04 | 28-04 | 12-05 9-06
CZIP 1315 5. 32 C-4| 3-03 17-03 | 31-03 | 14-04 | 28-04 | 12-05 9-06

Kazda osoba wpisana na kurs moze przyj$¢ na wszystkie terminy dodatkowe. Co najmniej
7 dni przed danym terminem dodatkowym, na drzwiach pok. 804 C-5 zostanie wywieszona lista
z liczba pozycji odpowiadajaca liczbie miejsc w sali. Na list¢ nalezy wpisa¢ nr indeksu oraz
nr testu, ktory osoba zainteresowana zamierza pisa¢ w danym terminie. Na kazdym terminie
dodatkowym mozna pisa¢ jeden, dowolny test. Punkty uzyskane z testu pisanego w terminie
dodatkowym bezwarunkowo zastepuja poprzednio uzyskane punkty z danego testu.

1.2 Zasady zaliczenia kursu

Ocena koncowa jest obliczana na podstawie $redniej arytmetycznej wynikow
uzyskanych z trzech testéw. Wynik z kazdego testu stanowi stosunek liczby uzyskanych
punktéw do maksymalnej liczby punktéw mozliwych do uzyskania na danym te$cie wyrazony
w punktach procentowych. Szczegdtowe zasady punktacji zadan w poszczegodlnych testach sa
podane w rozdziatach zawierajacych pytania (rozdzialy 4., 6. 1 8.). Sposob obliczenia oceny
koncowej z kursu podano w ponizszej tabeli.

Srednia punktow z trzech testow Ocena koncowa
50-59 dostateczny
60 — 69 dostateczny +
70-79 dobry
80 -89 dobry +
90 — 100 bardzo dobry




Materiaty pomocnicze do kursu Kodowanie — ¢wiczenia (2004/2005)

2 Wiadomosci podstawowe

2.1 Liczby binarne — podstawowe dziatania

Najbardziej rozpowszechnionym systemem liczbowym jest system dziesi¢tny, jednak
w technice cyfrowej stosuje si¢ rowniez inne systemy liczbowe, ktorych podstawa jest
liczba 2 lub jej wielokrotno$¢. Przyktadami takich systemow liczbowych sa: system binarny
(dwojkowy), 6semkowy i szesnastkowy (heksadecymalny).

Nazwa kazdego systemu liczbowego jest zwiazana z jego podstawa, ktora okresla liczbe
mozliwych wartosci, ktére moze przyja¢ kazda cyfra liczby. W zaleznosci od pozycji, na ktorej
znajduje si¢ cyfra, ma ona przypisana odpowiednia wage. Wagi kolejnych cyfr stanowia kolejne
potegi podstawy systemu liczbowego. Najmniej znaczaca cyfra jest zapisywana po prawej
stronie (potgga podstawy réwna 0), a najbardziej znaczaca po lewej stronie liczby. Warto$¢
liczby oblicza si¢ jako sumg iloczynow wag i odpowiadajacych im cyfr.

W systemie dziesigtnym, ktoérego podstawa jest liczba 10, kazda cyfra liczby moze
przyjac jedna z dziesigciu wartosci (0 + 9), natomiast w systemie binarnym kazda cyfra liczby
moze przyja¢ jedna z dwoch wartosci (0 lub 1). Ponizej przedstawiono przyktad obliczenia
wartosci liczb zapisanych w systemie dziesi¢gtnym i binarnym.

Liczby dziesietne Liczby binarne
cyfry 1 9 5 1 cyfry 0 0 1 1
wagi 10° 10° 10’ 10° | wagi 2° 2° 2° 2 2°
wartosé | 1-10° + 9:10°+ 510" + 1-10° = 1951 | wartosé 12" +02°+02°+12' +1:2°=19

W dalszych rozwazaniach n-cyfrowa liczba binarna bgdzie nazywana n-bitowym
stowem lub n-bitowym ciagiem binarnym, a poszczegdlne cyfry beda nazywane bitami.
Liczbg taka, w odniesieniu do kodow nad GF(2), mozna réwniez nazywa¢ wektorem,
a poszczegolne cyfry jego wspolrzednymi.

Ciagi binarne czgsto wygodniej jest zapisa¢ w postaci wielomianowej. Pozwala to na
opuszczenie wszystkich bitdow majacych warto$¢ 0 i zapisanie tylko bitow o wartosci 1.
Opuszczenie niektorych bitdow (o wartosci 0) wymaga zapisania pozycji bitdw majacych
warto$¢ 1. Pozycje te przedstawia si¢ w formie potgg pewnej symbolicznej zmiennej x
1 numeruje si¢ zaczynajac od 0. Przy takim sposobie numeracji potega przy x jest rdwna
potedze wagi odpowiadajacego jej bitu w liczbie binarne;.

10011101 > x” +x*+x° + 7 + 1

Podstawowa operacja uzywana w procesie kodowania 1 dekodowania jest operacja
dodawania bitowego, lub tez dodawania wektorowego realizowanego jako dodawanie
odpowiadajacych sobie wspotrzednych wektora. Z uwagi na to, ze kazdy bit (wspotrzedna)
moze przyjac tylko dwie wartosci (0 lub 1), dodawanie dwoch skalarow (bitow) a i b w GF(2)
zdefiniowane jest nast¢pujaco:

alb=(a+b)mod?2 (1)
gdzie operator ,,mod” oznacza modulo czyli reszt¢ z dzielenia.
Operator U reprezentuje ,,dodawanie modulo dwa” i w operacjach bitowych jest

oznaczany jako ExOR lub ExclusiveOR. W dalszych rozwazaniach, przy operacjach na
stowach binarnych i wielomianach, operator [J dla uproszczenia zapisu bgdzie oznaczany +.
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Operacj¢ modulo mozna zdefiniowa¢ w przestrzeni liczb catkowitych nastgpujaco:

y=nx+tr < ymodx=r (2)

gdzie:

x,y —dowolne liczby catkowite,

n  —pewna liczba catkowita,

r  —liczba calkowita nalezaca do przedziatu (0, x).
Przyktad 1

7mod 3 =1
poniewaz 7=23+1

Analizujac operacje dodawania w GF(2), zdefiniowana zalezno$cia (1), mozna
zauwazyc, ze:

wiec 1=0-1
czyli 1=-1

Jak wida¢, w GF(2) operacja dodawania jest rOwnowazna operacji odejmowania, stad
dziatanie ExOR czgsto zwane jest roznica symetryczna. W dalszych rozwazaniach, przy
operacjach na slowach binarnych i wielomianach, operacja dodawania moze by¢ rozumiana
rowniez jako odejmowanie.

Zakladajac, ze a jest elementem ciata GF(2) (czyli 0 lub 1) mozna pokazaé
podstawowe wtasnosci dodawania w GF(2):

1. Wynik dodawania dwoch bitéw o tej samej warto$ci jest rowny O:
ata=0

2. Wynik dodawania dwoch bitdw o przeciwnej wartosci jest rowny 1:
ata=1

3. Dodanie bitu o wartosci 0 do innego bitu nie zmienia jego wartosci:
a+t0=a

4. Dodanie bitu o wartosci 1 do innego bitu zmienia jego wartos¢ (negacja):

atl=a
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2.2 Dzielenie wielomianow

Dzielenie wielomianoéw jest jednym z podstawowych dzialan uzywanych w procesie
kodowania i dekodowania informacji za pomoca kodoéw cyklicznych. Algorytm dzielenia
zostal pokazany na ponizszym rysunku.

v(x)

Gtart dzielenia uq

| Wik Wi =0 |

v

| Reszta r(x) = u(x) |

v |
| v = st{r(0)} - stiv(x) | | )= ) + V)X |
A

w(x) = w(x) + x¥ |

Koniec

Rys. 1 Algorytm dzielenia wielomianéw
Przykfad 2

Podzieli¢ wielomian x” + x° + x* + x + 1 przez wielomian x* + x.

XX+ x+1
Xtx X+ X+ X +x+1
X+ x°
XX+ X+ x+1
X+ x°
X'+ x+1
X+ 3
X +x+1
X+ X
+x+1
X+ x
—

Wynikiem dzielenia jest wielomian x° + x* + x* + x + 1, a reszta z dzielenia wynosi 1 (czyli wielomian x°).

Na podstawie powyzszego przyktadu oraz (2) mozna napisac:
&+ +x +x+ 1) mod (¥ +x) =1
XA+ tx+ 1=+t D))+ ]
Oczywiscie, dzielenie wielomianow ma sens tylko wtedy, gdy stopien wielomianu

dzielonego (dzielnej) jest wigkszy lub réwny stopniowi wielomianu, przez ktory dzielimy
(dzielnika). W przeciwnym wypadku wynikiem dzielenia jest wielomian zerowy, a reszta jest
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rowna dzielnej. Mozna réwniez zauwazyc¢, ze stopien reszty z dzielenia bedzie zawsze mniejszy
od stopnia dzielnika oraz stopien wyniku dzielenia jest réwny roznicy stopni dzielnej 1 dzielnika.

Dzielenie mozna réwniez przeprowadzi¢ na reprezentacji bitowej wielomianow
pokazanych w poprzednim przyktadzie:

Przykfad 3

Podzieli¢ stowo [10110011] przez stowo [110].

110111

110] 10110011

110
1110011
110

010011
000
10011
110
1011
110
111
110
01

Wynikiem dzielenia jest stowo [110111], a reszta z dzielenia wynosi [1].

Jak wida¢, zarowno wynik jak i reszta z dzielenia sa zgodne z tymi uzyskanymi
poprzednio. Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze przy dzieleniu bitowym mozna opusci¢ wiersze
nastgpujace bezposrednio po reszcie posredniej rozpoczynajacej si¢ zerem, jednak zwigksza
to ryzyko popeltnienia btedu. Oczywiscie nie trzeba do kazdego wiersza reszty przepisywac
wszystkich bitow z ciagu dzielonego — wystarczy dopisywac na biezaco po jednym bicie
w kazdym nastgpnym wierszu, jednak przepisywanie wszystkich bitow zmniejsza
prawdopodobienstwo pomyiki.

2.3 Waga Hamminga

Waga Hamminga wektora jest rowna liczbie niezerowych jego wspotrzednych.
Dla ciagdéw (stéw) binarnych waga Hamminga jest rowna liczbie bitow o wartosci rownej 1.
Nalezy zaznaczy¢, ze pojecie wagi Hamminga dotyczy jednego slowa (wektora) i jest
pojeciem ogbélnym definiowanym dla dowolnego stowa, ktore nie musi by¢ stowem
kodowym. W postaci wielomianowej, z uwagi na zapisywanie pozycji bitow (wspotrzednych)
majacych wartosci rowne 1, waga Hamminga jest rowna liczbie sktadnikow wielomianu.

wi(10011) =3

wh(x® +x° +x)=3
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2.4 Odlegtosé Hamminga

Odlegtos¢ Hamminga migedzy dwoma stowami (wektorami) mozna zdefiniowaé jako
liczbe odpowiadajacych sobie wspotrzednych posiadajacych rézne wartosci. Dla ciagdw
binarnych jest ona rdwna liczbie pozycji, na ktorych bity jednego stowa maja wartosci rozne
od wartosci bitow na tych samych pozycjach w drugim stowie. Oczywiscie odleglo$¢
Hamminga jest okreslana dla dwoch dowolnych stow binarnych o jednakowej dlugosci.
Odleglos¢ Hamminga migdzy dwoma stowami méwi o tym jak bardzo (na ilu pozycjach)
roéznig si¢ te stowa.

Odleglo$¢ miedzy dwoma stowami binarnymi mozna uzyska¢ poprzez obliczenie wagi
Hamminga ich sumy (oczywiscie modulo 2). Wynika to z tego, ze suma bitéw o jednakowych
wartosciach jest rowna 0, a suma bitdw o rdéznych wartosciach jest rowna 1, wigc zliczenie
bitow o wartosci 1 w sumie tych stéw (czyli wyznaczenie wagi Hamminga) odpowiada
odlegtosci migdzy tymi stowami. Mozna zatem dla dwoch stow u i v zapisac:

du(u, v) = wy(u +v) 3)

W postaci wielomianowej odlegto$§¢ wyznacza si¢ podobnie, tzn. najpierw sumuje si¢
dwa wielomiany, a nast¢pnie okresla si¢ liczbe ich sktadnikow.

Przykfad 4

Oblicz odlegtos¢ Hamminga miedzy dwoma stowami u = [100111] i v = [010011].

100111
+ 010011
= 110100

czyli: dn(u, v) =wy(110100) =3

Odlegto$¢ Hamminga miedzy wektorami u i v wynosi 3.

Mozna tatwo zauwazy¢, ze dla kazdego n-bitowego stowa binarnego istnieje tyle
n-bitowych stow lezacych w odleglosci Hamminga d od niego, ile jest kombinacji
d-jedynkowych w stowach n-bitowych. Wynika to z liczby mozliwych sum, o wadze rdwnej
d, dwoch n-bitowych ciagéw binarnych. Liczbe tych stéw M; mozna zapisa¢ za pomoca
symbolu Newtona:

=)
4= \d

Oblicz liczbe stéw lezacych w odlegtosci 1, 2, 3 i 4 od stowa [1011].

Przykftad 5

4 41
M1=<1>=W=4 Stowa: 1010, 1001, 1111, 0011
(-4 _ _
M:=\2)= G221 =6 Stowa: 1000, 1110, 0010, 1101, 0001, 0111
(N4 _ _
Ms=\3)=@-3ya=4 Stowa: 1100, 0000, 0110, 0101
4 41
M, = (4) = G4y -1 Stowo: 0100
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3 Binarne kody blokowe liniowe i cykliczne

W systemach cyfrowych czgsto stosuje si¢ podzial przesytanej lub przechowywanej
informacji na bloki o statej dlugosci (np. dyski twarde, ptyty CD, DVD). Podstawa ochrony
przesytanych blokow przed bledami jest wykrycie biledow po stronie odbiorczej, czyli
odroéznienie blgdnych danych od prawidtowych. Jezeli przesyla si¢ dane niekodowane,
to kazdy ciag bitow docierajacy do odbiornika moze stanowi¢ nadana informacje
1 odroznienie informacji blgdnej od prawidlowej nie jest mozliwe.

W celu umozliwienia wykrycia btedow nalezy ze zbioru wszystkich mozliwych stow
o dlugosci rownej dlugosci przesytanego bloku wybraé podzbior stow uznawanych
za prawidlowe. Taki podzbior nazywamy kodem, a jego elementy stowami (wektorami)
kodowymi.

Kody korekcyjne mozna podzieli¢ na kody blokowe i kody splotowe. W$rod kodow
blokowych wyr6znia si¢ kody liniowe i1 kody cykliczne, przy czym kody cykliczne
sa podklasa kodoéw liniowych (spetniaja kryterium liniowosci). Kody blokowe oznacza si¢
symbolem (n, k), gdzie n jest dlugoscia slowa kodowego, a k jest dlugoScia czeSci
informacyjnej. Kazde stowo kodowe sktada si¢ z czgsci informacyjnej 1 czesci korekcyjnej
(nadmiarowej). W trakcie kodowania ciag informacyjny dzieli si¢ na k-elementowe bloki,
na podstawie ktorych oblicza si¢ (n—k)-elementowa cze$¢ nadmiarowa. Czg$¢ nadmiarowa
w kodach liniowych moze by¢ umieszczona przed lub za czg$cia informacyjna, jednak
w kodach cyklicznych, z uwagi na duzo fatwiejsza realizacje sprzetowa koderow
1 dekoderow, czgs¢ nadmiarowa umieszczana jest na najmniej znaczacych pozycjach stowa
kodowego. Ponizej pokazano przykladowe stowo kodowe binarnego kodu blokowego (8, 3)
z czgscia informacyjna umieszczona na najbardziej znaczacych pozycjach.

Czes¢ informacyjna
—

10100111
H_J

Czes¢ nadmiarowa

Jezeli w kazdym slowie kodowym danego kodu czgs¢ informacyjna jest identyczna
z nadawana informacja, to taki kod nazywamy kodem systematycznym. Dalsza czg$¢
niniejszego opracowania bgdzie dotyczyla systematycznych, liniowych i cyklicznych kodow
binarnych z czg¢$cia informacyjna umieszczona na najbardziej znaczacych pozycjach.

Liczba stow kodowych danego kodu jest wuzalezniona od dlugosci stow
informacyjnych 1 jest rowna liczbie mozliwych stow informacyjnych, poniewaz kazdemu
stowu informacyjnemu musi odpowiada¢ doktadnie jedno stowo kodowe, oraz kazdemu
stowu kodowemu musi odpowiada¢ dokladnie jedno slowo informacyjne. Dla kodoéw
binarnych liczbg stow informacyjnych, a co za tym idzie liczbg¢ stow kodowych, mozna
obliczy¢ jako liczbg¢ wszystkich mozliwych rozmieszczen zer i jedynek na k pozycjach,
ktéra jest rowna 2¥. Oczywiscie z uwagi na to, iz kazde stowo kodowe ma dhugos¢ rowna n,
istnieje 2"-2F stow o dhugosci n, ktore nie naleza do kodu.

Ponizej przedstawiono przyklad prostego kodu binarnego (3, 2), w ktérym dtugosé¢
czesci informacyjnej wynosi 2, a dtugos¢ czgsci korekcyjnej wynosi 1. Warto$¢ bitu czesci
korekcyjnej jest obliczana poprzez dodanie bitow czgSci informacyjnej (nadawanej
informac;ji).

10
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Przykfad 6

Przyktad binarnego, systematycznego kodu blokowego (3, 2) z bitem parzystosci.

Zbidr wszystkich mozliwych stéw informacyjnych: {00, 01, 10, 11}
Zbidr wszystkich mozliwych stéw o dtugosci réwnej 3: {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}

Przypisujemy do kazdego stowa informacyjnego takie stowo 3-bitowe zeby wartos¢ bitu w czesci
nadmiarowej stanowita sume bitéw z czesci informacyjne;j:

Czese Suma bitow Stowo
informacyjna czesci kodowe
(stowo informacyjnej
informacyjne)
00 0 000
01 1 011
10 1 101
11 0 110

Kod stanowi zbiér stéw: {000, 011, 101, 110}
Zbior stéw niekodowych stanowig stowa: {001, 010, 100, 111}

Jak wida¢ na powyzszym przyktadzie, odebranie przez dekoder ktéregokolwiek stowa
ze zbioru stow kodowych {000, 011, 101, 110} pozwala na jednoznaczne zdekodowanie
nadawanej informacji, ktora jest rowna czgsci informacyjnej odebranego stowa kodowego,
czyli jego dwom najbardziej znaczacym bitom. Jezeli w torze transmisyjnym nastapi
przeklamanie jednego bitu w nadanym stowie kodowym, to w kazdym przypadku
(niezaleznie od polozenia przeklamanego bitu) dekoder odbierze slowo niekodowe
1 zasygnalizuje btad.

Oczywiscie binarny kod blokowy (3, 2) mozna skonstruowa¢ wybierajac dowolne
cztery stlowa ze zbioru stow 3-bitowych. Zaktadajac, ze kod ma by¢ systematyczny mozna
wybra¢ stowa {001, 011, 101, 111}. W takim przypadku sprawdzenie poprawnosci transmisji
po stronie odbiorczej polegatoby na sprawdzeniu wartosci bitu czg$ci nadmiarowej, ktéra
zawsze powinna wynosi¢ 1. Niestety przy takiej konstrukcji kodu moga wystapi¢ przypadki,
kiedy w wyniku przeklamania jednego bitu w nadanym stowie kodowym otrzymamy inne
stowo kodowe i1 dekoder nie bedzie w stanie wykry¢ bigedu. Na przyktad przeklamanie
srodkowego bitu w pierwszym stowie kodowym [001] daje drugie stowo kodowe [011].

11



Materiaty pomocnicze do kursu Kodowanie — ¢wiczenia (2004/2005)

3.1 Kody liniowe — wfasciwos¢ liniowosci

Jak pokazano w poprzednim przyktadzie, jakos¢ kodu zalezy od wyboru stow
kodowych. W celu uproszczenia metod tworzenia kodéw oraz badania ich wlasciwosci
jakosciowych stosuje si¢ algebrg cial skonczonych.

W ujeciu algebraicznym, n-bitowe stowa moga by¢ traktowane jako punkty lub
wektory n-wymiarowej liniowej przestrzeni wektorowej, ktora jest odpowiednikiem
wspomnianego wczesniej zbioru wszystkich mozliwych stow o dhlugosci n. Kazda
wspotrzedna punktu lub wektora odpowiada jednemu bitowi n-bitowego stowa. W takim
wypadku, kod liniowy (n, k) jest reprezentowany przez k-wymiarowa liniowa podprzestrzen
wektorowa wspomniane] wczesniej przestrzeni n-wymiarowej. Podprzestrzen ta tworzy
k-wymiarowa hiperptaszczyzng, ktora przechodzi przez wektor (punkt) zerowy przestrzeni.
Dla k=1 hiperptaszczyzna jest prosta, dla k=2 jest ptaszczyzna, a dla k> 2 kazdy tatwo
moze sobie ja wyobrazi¢ ©

Na ponizszym rysunku przedstawiono przyktad kodu liniowego (2, 1) nad ciatem
prostym GF(5)%, w ktorym dodawanie elementow ciala realizowane jest modulo 5. Biate
kotka z obwodka w kolorze czarnym oraz kotka czarne reprezentuja punkty dyskretnej,
skonczonej ptaszczyzny, ktéra odpowiada zbiorowi wszystkich mozliwych stow o dlugosci
rownej 2. Kotka czarne reprezentuja stowa kodowe, a kotka w kolorze szarym 1 z szara
obwodka oznaczaja kopie ptaszczyzny utozone w taki sposéb, zeby zobrazowa¢ dodawanie
modulo 5.

Co=Co*+C3

0 1 2 3 4
Rys. 2 llustracja kodu liniowego (2, 1) nad GF(5)

Jak wida¢ na rysunku, slowa kodowe tworza prosta przechodzaca przez poczatek
uktadu wspotrzednych, ktora w sensie algebraicznym jest podprzestrzenia liniowa
2-wymiarowej przestrzeni nad GF(5). W rozpatrywanym kodzie cz¢§¢ nadmiarowa kazdego
stowa kodowego jest tworzona poprzez powtorzenie jego czesci informacyjnej np. wektor

! Podprzestrzen liniowa L, przestrzeni wektorowej L nad cialem C jest zbiorem zamknigtym ze wzgledu na
dodawanie, odejmowanie i mnozenie przez skalar, czyli dla kazdego A nalezacego do C oraz kazdych a i b
nalezacych do L, wektory c=a + b,d=a — b, oraz e = 1 - a rbwniez naleza do L.

? Ciato proste GF(5) zostato uzyte tylko do zilustrowania kodéw i nie bedzie przedmiotem dalszych rozwazan
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kodowy ¢, =[2, 2] oraz wektor kodowy ¢; =[3, 3]. Suma wektorow kodowych ¢, 1 c¢3 daje
wektor kodowy ¢y = [0, 0] poniewaz w GF(5) suma 2 + 3 =0. Mozna rowniez zauwazyc,
ze suma dwoch wektoréw niekodowych u 1 v moze da¢ w wyniku wektor kodowy. Wynika to
z faktu, ze wektory kodowe sa elementami nie tylko kodu, ale rowniez przestrzeni, do ktorej
ten kod nalezy. Dodatkowo wida¢, ze suma wektora kodowego i wektora niekodowego daje
w wyniku wektor niekodowy.
Uogolniajac powyzsze spostrzezenia mozna sformutowaé podstawowe wilasciwosci,
ktore spelniaja wszystkie kody liniowe 1 cykliczne.
1. Suma dwoch dowolnych slow kodowych danego kodu liniowego daje w wyniku ciag
bedacy rowniez stowem kodowym tego samego kodu (kryterium liniowosci).
2. Suma dowolnego slowa kodowego i dowolnego slowa niekodowego daje w wyniku
slowo nienalezace do kodu.

Inny przyktad kodu liniowego (2,1) nad ciatem prostym GF(5) pokazano na
rysunku 3. Wektory kodowe tego kodu to [0, 0], [1, 2], [2, 4], [3, 1] 1 [4, 3] czyli ten kod jest
réwniez kodem systematycznym. Rowniez w tym przypadku kod tworzy prosta przechodzaca
przez poczatek uktadu wspotrzednych.

Rys. 3 Przyktad kodu liniowego (2, 1) nad GF(5)

Przyktad 7

Jezeli stowa 1011 i 0101 sg stowami kodowymi pewnego liniowego kodu binarnego to ich suma
réwna 1110 jest rowniez stowem kodowym tego samego kodu.

1011 X+ x+ 1
+ 0101 + X+ 1
= 1110 = XX HX
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3.2 Kody cykliczne — wtasciwos¢ cyklicznosci

Najczgsciej stosowana grupa liniowych kodéw blokowych sa kody cykliczne. Ich
szczegllne wlasciwosci pozwalaja m.in. znaczaco uprosci¢ uktady stuzace do korekcji biedow.

Wszystkie kody cykliczne speiniaja kryterium cyklicznos$ci, czyli cykliczne
przesunigcie wspolrzednych dowolnego wektora kodowego danego kodu cyklicznego
daje w wyniku réwniez wektor kodowy tego kodu. Na przyktad cykliczne przesunigcie
(obrét) o jedno miejsce w lewo wspotrzednych wektora kodowego ¢; daje wektor ¢;, ktory
jest rowniez wektorem nalezacym do tego samego kodu:

c1 = [an-1, ana, ..., ai, ao)
= [an-Za an3, ..., 4o, an-l]

Wilasciwos¢ cyklicznosci mozna zilustrowaé jako dyskretny okrag zlozony
ze skonczonej liczby punktow, ktora jest rowna dlugosci stowa kodowego (n). Kazdy punkt
okregu reprezentuje jeden bit stowa kodowego. Po odczytaniu n bitdow, rozpoczynajac
od dowolnego bitu otrzymamy n-bitowe stowo nalezace do danego kodu cyklicznego. Nalezy
jednak pamigta¢, aby zawsze czyta¢ bity w jednym kierunku (np. zgodnie z ruchem
wskazoéwek zegara).

Rys. 4 llustracja wiasciwosci cyklicznosci

Na podstawie powyzszego rysunku mozna odczyta¢ nastepujace stowa: [0010111],
[0101110], [1011100], [0111001], [1110010], [1100101], [1001011]. Kazde z nich jest
stowem kodowym tego samego kodu cyklicznego (7, 3).

Przy wykonywaniu cyklicznego przesunig¢cia bitow w zapisie binarnym nalezy
pamigta¢ o dtugosci stowa kodowego n. Nie wolno opuszczaé najbardziej znaczacych bitow
o wartosci rownej 0! Ponizej zilustrowano przesunigcie cykliczne stowa binarnego o trzy

pozycje w lewo.
Y

0010110 — 0110001
- -
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W zapisie wielomianowym przesunigcie cykliczne polega na dodaniu (lub odjgciu,
w zalezno$ci od kierunku przesunigcia) liczby przesuwanych miejsc do potegi kazdego
sktadnika wielomianu, przy czym dodawanie jest realizowane modulo n (zadna potgga
nie moze przekroczy¢ n — 1 oraz nie moze by¢ ujemna). Na przyktad dla kodu cyklicznego
o dlugosci rownej 7 stowo kodowe ¢ po przesunigciu cyklicznym o 3 pozycje w lewo daje
stowo kodowe ¢*):

ettty > (Y= @)mdT | @) med7 L () modT | L(43) (54 4y

Mozna zauwazyc¢, ze przesunigcie cykliczne stowa kodowego o n pozycji w ta samag
strong nie zmienia jego postaci. Przesunigcie cykliczne stlowa kodowego o i pozycji w jedna
strong jest rownowazne przesunigciu cyklicznemu o (n — i) pozycji w przeciwng strone.

Przesunigcie cykliczne wielomianu o i pozycji w lewo mozna rowniez zrealizowaé
poprzez pomnozenie go przez x' i obliczenie reszty z dzielenia tego iloczynu przez
wielomian (x" + 1): A A

= (x"¢) mod (x"+1) 4)
Latwo to sprawdzi¢ na poprzednim przyktadzie (dzielenia wielomianéw nie pokazano):
c=x"+x*+x
e=x +x +x
o+ +xH)mod (x+1)=x" +x*+ 1= )

Przyktad kodu cyklicznego (2, 1) nad GF(5) pokazano na rysunku ponizej. Widac,
ze kod ten jest kodem liniowym, poniewaz tworzy prosta (1-wymiarowa podprzestrzen
liniowa) przechodzaca przez poczatek uktadu wspotrzednych oraz spelnia kryterium
liniowosci. Wektorami kodowymi tego kodu sa: [0, 0], [1, 4], [2, 3], [3, 2] oraz [4, 1]. MozZna

zauwazy¢, ze przesunigcie cykliczne (w tym przypadku zamiana) wspotrzednych kazdego
wektora kodowego daje wektor rowniez nalezacy do tego kodu.

Rys. 5 llustracja kodu cyklicznego (2, 1) nad GF(5)

Pokazany powyzej kod jest jedynym kodem cyklicznym (2, 1) nad GF(5). Pozostale
pie¢ kodow liniowych (2, 1), ktére mozna skonstruowa¢ w tej przestrzeni nie speiniaja
kryterium cykliczno$ci.

15



Materiaty pomocnicze do kursu Kodowanie — ¢wiczenia (2004/2005)

3.3 Odlegtos¢é minimalna kodu

Bardzo waznym parametrem charakteryzujacym kod jest jego odlegto$¢ minimalna
okreslana jako najmniejsza odleglos¢ migdzy stowami kodowymi tego kodu. Nalezy
zaznaczy¢, ze parametr ten charakteryzuje kod rozumiany jako zbior wszystkich stow
kodowych, a nie dowolne stowa binarne lub kodowe. Odlegtos¢ minimalna oznacza si¢
najczesciej d, a do jej wyznaczenia nalezy znaé¢ wszystkie stlowa kodowe. Sposob
obliczenia odleglosci minimalnej polega na obliczeniu odleglosci dla wszystkich mozliwych
par stéw kodowych i1 nastgpnie wybraniu warto$ci najmniejszej. Niestety jest to bardzo
pracochtonna metoda z uwagi na duza liczbg operacji O;. Dla blokowych kodow binarnych
o parametrach (n, k) liczbe¢ mozliwych par stéw kodowych mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

2 2k Q-1 ~1)2*
01 = (2k) B e R )

Na przyktad, w przypadku kodu o k=8 nalezaloby wykona¢ 32640 operacji
dodawania modulo 2 oraz tyle samo operacji wyznaczenia wagi Hamminga otrzymanych sum
(zgodnie z zaleznoscia (3)). Dodatkowo ze zbioru 32640 odleglosci nalezatoby wybrac
warto$¢ najmniejsza, co wiaze si¢ z wykonaniem 32640 poréwnan.

Wyznaczenie odlegtosci minimalnej dla blokowych kodéw liniowych 1 cyklicznych
mozna znaczaco upros$ci¢ wykorzystujac wiasciwos$¢ liniowosci, ktora w tych kodach
spetlniaja  wszystkie slowa kodowe. Wyznaczenie odlegtosci migdzy dwoma stowami
kodowymi wiaze si¢ z wyznaczeniem wagi Hamminga ich sumy, a z kryterium liniowosci
wiadomo, ze suma dwodch stow kodowych jest rowniez stowem kodowym. W takim wypadku,
dysponujac wszystkimi stowami kodowymi kodu liniowego lub cyklicznego, z géry znamy
wszystkie mozliwe wyniki sumowania stow kodowych, wigec wystarczy obliczy¢ wagi
Hamminga wszystkich stow kodowych oprocz stowa zerowego'. Najmniejsza z nich bedzie
rowna odleglo$ci minimalnej.

Poréwnujac liczbe operacji O, =21 takiego podejécia z poprzednim przyktadem
wida¢, ze liczba operacji ogranicza sie do 2°-1=255 obliczeh wag Hamminga,
a nastgpnie wybranie ze zbioru 255 odleglo$ci, warto$ci najmniejsze;.

Przykfad 8

Ponizej podano wszystkie stowa cyklicznego kodu binarnego (8, 3). Wykorzystujgc wiasciwosc
liniowosci obliczy¢ odlegtos¢é minimalng tego kodu.

co = 00000000
¢, = 00110011 Wi(cq) = 4
¢, = 01010101 Wi(cy) = 4
c;=01100110  wy(cs) = 4
¢, = 10011001 wi(cs) =4
cs=10101010  wy(cs) = 4
cs= 11001100  wiy(ce) = 4
c; = 11111111 wi(cr) = 8

d = min{wy(€1), Wi(C2), Wh(C3), Wr(Cs), WH(C5), WH(Cs), WH(C7)} = 4

Jak wida¢, minimalna waga Hamminga wszystkich niezerowych stow kodowych wynosi 4. W takim
razie odlegtos¢ minimalna dla tego kodu wynosi 4.

! Nieuwzglednienie stowa zerowego wiaze si¢ z tym, ze wynikiem sumowania dwdch réznych stéw kodowych
nigdy nie bedzie stowo zerowe, wigc nie jest ono uwzglgdniane w obliczeniu odlegtosci minimalne;j.
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Podsumowujac, na podstawie znajomosci odlegtosci minimalnej kodu mozna okresli¢
podstawowe wlasciwosci jego stow kodowych. Jezeli odleglos¢ minimalna blokowego kodu
liniowego wynosi d to mozna napisac, ze:

* waga kazdego niezerowego stowa kodu wynosi co najmniej d, inaczej: nie istnieje
niezerowe stowo kodowe, ktére ma mniej niz d bitéw o wartosci rownej 1

WH(C;ﬁo) > d

e odlegtos¢ migdzy dwoma dowolnymi stowami kodowymi wynosi co najmniej d,
inaczej: stowa kodowe tego kodu réznia si¢ miedzy soba warto$cia co najmniej
d bitéw na odpowiadajacych sobie pozycjach

du(ci, ¢) > d

3.4 Zdolnosé detekcyjna i korekcyjna

Zdolnos¢ detekcyjna !/ kodu okresla liczbe bledow (przeklamanych bitow)
w dowolnym slowie kodowym, ktore zostang wykryte z prawdopodobienstwem réwnym
100% niezaleznie od rozkladu (wzoru) bledéw. Oczywiscie dla niektorych stow kodowych
1 niektorych rozktadow (rozmieszczen) biedow, dekoder jest w stanie wykry¢ blad przy
wystapieniu wigkszej liczby przektaman niz wynika to ze zdolnosci detekcyjnej kodu,
poniewaz wykrycie btedu polega na sprawdzeniu czy ciag odebrany jest stowem kodowym
czy nie jest. Sytuacja, gdy przeklamanie spowoduje powstanie innego stowa kodowego
wystapi w przypadku, gdy wektor biedu ma posta¢ dowolnego stowa kodowego danego kodu
(wlasciwo$¢ liniowosci). Nalezy jednak zauwazy¢, ze zdolno$¢ detekcyjna gwarantuje
wykrycie / lub mniej przeklaman niezaleznie od ich rozlozenia.

Do obliczenia zdolno$ci detekcyjnej mozna wykorzysta¢ odleglos¢ minimalng kodu.
Jak juz wspomniano, parametr ten mowi o tym, ze kazde stowo kodowe rdzni si¢ co najmniej
o d bitow od innego dowolnego stowa kodowego, czyli kazde stowo kodowe ma wagg réwna
co najmniej d. W takim razie nie ma mozliwosci wygenerowania stowa kodowego poprzez
dodanie dowolnego ciagu o wadze mniejsze] od d do ktéregokolwiek stowa kodowego.
Inaczej mowiac, suma stowa kodowego ¢ 1 dowolnego ciagu bltedéw e o wadze mniejszej
od d, bedzie lezata w odleglo$ci mniejszej od d od stowa kodowego ¢, czyli nie bedzie
stowem kodowym (bo wszystkie leza w odlegtosci co najmniej d). Mozna wigc zapisac,
ze zdolno$¢ detekcyjna kodu / jest réwna:

I=d—1

czyli kod jest w stanie wykry¢ d—1 bledow (przeklamanych bitdéw) niezaleznie od
ich rozktadu.

Innym waznym parametrem kodu jest jego zdolno$¢ korekeyjna, ktora okresla liczbe
bledow (przeklamanych bitow) w dowolnym slowie kodowym, ktore kod moze
skorygowaé z prawdopodobienstwem rownym 100% niezaleznie od rozkladu (wzoru)
bledow. W procesie dekodowania odebranych ciagow, dekoder sprawdza czy stowo odebrane
jest stowem kodowym. Jezeli ciag odebrany nie jest stowem kodowym, to nalezy znalez¢
stowo kodowe lezace najblizej ciagu odebranego (rdézniace si¢ najmniejsza liczba bitow)
1 przyjaé, ze ciag nadany byl wlasnie tym stowem kodowym (jezeli przektaman bylo duzo to
nie musi to by¢ prawda). Oczywiscie moze zdarzy¢ sig, ze istnieje wigcej niz jedno stowo
kodowe lezace w takiej samej (najmniejszej) odleglosci od ciagu odebranego, wtedy korekcja
btedoéw nie jest mozliwa.
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W celu obliczenia zdolnosci korekcyjnej kodu nalezy okresli¢ najwigksza wage
wektora btedu e, ktory dodany do dowolnego stowa kodowego ¢ da w wyniku stowo, ktérego
najblizej lezacym stowem kodowym bedzie tylko stowo ¢. Mozna to zilustrowaé
na przykladzie ponizszego rysunku. Wszystkie kotka reprezentuja przykladowe stowa
ze zbioru 2" n-bitowych stow binarnych, a wypetnione kétka reprezentuja dwa z 2° stow
kodowych nalezacych do pewnego kodu (m, k), ktore leza w odleglosci 6 od siebie.
Dodatkowo przyjmujemy, ze odleglos¢ minimalna tego kodu wynosi 6, a wszystkie kotka
sa rozmieszczone z zachowaniem odlegtosci Hamminga migdzy stowami.

Rys. 6 llustracja zdolnosci korekcyjnej

Mozna zauwazy¢, ze przektamanie jednego bitu w stowie kodowym ¢; da w rezultacie
jedno ze stéw niekodowych as, ag, a; lub a;o. Oczywiscie stowa te leza w odlegtosci 1 od
stowa kodowego ¢;. Stowo a,y lezy w odlegtosci 5 od stowa c,, stowa as 1 @; w odleglosci 6
od stowa c,, a stowo a3 lezy w odleglosci 7 od stowa c¢,. Jak widaé, dla kazdego ze stow
niekodowych a3, as, a; i a)p najblizszym stowem kodowym jest stowo ¢;, wigc w przypadku
odebrania ktéregokolwiek z nich, podczas dekodowania mozna przyja¢, ze nadanym stowem
kodowym bylo stowo ¢;.

Podobnie wyglada sytuacja w przypadku przeklamania dwoch bitow w stowie ¢,
jednak w przypadku przektamania trzech bitdw, moze powsta¢ stowo niekodowe aj,, ktore
lezy w odlegtosci 3 zaréwno od stowa ¢; jak 1 ¢;, wiec w wypadku odebrania stowa aj,
dekoder nie moze podja¢ jednoznacznej decyzji, ktore stowo kodowe przyjaé za prawidtowe
1 wtedy korekcja nie jest mozliwa. W takim razie, najwigksza waga wektora biedu, ktora
zapewni korekcj¢ wynosi 2. Mozna zauwazy¢, ze gdyby stowa c; i ¢; lezaty w odlegltosci 5 od
siebie to najwicksza waga wektora biedu, ktéra zapewni korekcje wyniostaby rowniez 2.
Zatem zdolnos¢ korekcyjna kodu # mozna wyrazi¢ nastgpujaca zaleznoscia:

. (d—lj
t=1nt 5

gdzie int(z) oznacza cz¢s$¢ catkowita liczby z.
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4 Test nr 1 — zadania

Fragmenty zaznaczone kolorem czerwonym zostaly podane jako dane przykiadowe — na testach bedq zastgpione
innymi danymi.

1.

Obliczy¢ wynik i reszte z dzielenia wielomianu # =[0111001010] przez wielomian
v =[011100]. Dziatania wykona¢ w zapisie wielomianowym.

Wynik i reszte nalezy podacé w zapisie wielomianowym. Jezeli zarowno wynik jak i reszta bedq poprawne,
zostanq przyznane 2 pkt, w przeciwnym wypadku 0 pkt.

Obhczyc wynik i reszte z dzielenia wielomianu u(x) =x" +x” +x’ + x przez wielomian
v(x) =x” + x + 1. Dziatania wykona¢ w zapisie bitowym.

Wynik i reszte nalezy poda¢ w zapisie bitowym. Jezeli zarowno wynik jak i reszta bedq poprawne, zostang
przyznane 2 pkt, w przeciwnym wypadku 0 pkt.

Dane sa dwa wielomiany u(x) = x* +x” +x° +x, v(x) =x" +x* +x + 1.
Poda¢ odpowiedzi na ponizsze pytania (wyniki poda¢ bez wykonywania dzielenia):

a) Jaki stopien bedzie mial wielomian reprezentujacy wynik dzielenia u (x) przez v(x)?

b) Jaki stopien bgdzie miat wielomian reprezentujacy resztg z dzielenia u(x) przez v(x)?

c¢) Jaki stopien bedzie miat wielomian reprezentujacy wynik mnozenia u(x)-v(x)?

d) Jaki stopien bedzie miat wielomian reprezentujacy wynik dodawania u(x)+v(x)?

e) Jaki stopien bgdzie mial wielomian reprezentujacy wynik dodawania u(x) i innego
wielomianu tego samego stopnia?

f) Jaki stopien bedzie mial wielomian reprezentujacy wynik dodawania v(x) i innego
wielomianu tego samego stopnia?

g) lle istnieje wielomianéw o stopniu mniejszym od stopnia wielomianu u(x)?

h) Ile istnieje wielomianow o stopniu nieprzekraczajacym stopnia wielomianu v(x)?

Za kazdy poprawny wynik zostanie przyznane % pkt, w przeciwnym wypadku 0 pkt.

Okresl czy nastepujace zdania sa prawdziwe czy falszywe.
Pojecie wagi Hamminga dotyczy

- dowolnego stowa binarnego

- stowa binarnego o dlugosci rownej dlugosci stowa kodowego

- slowa binarnego o dlugosci rownej dtugosci stowa informacyjnego

- dowolnego stowa kodowego

- dowolnego stowa informacyjnego

- tylko stowa kodowego

- tylko stowa informacyjnego

- tylko cze$ci informacyjnej stowa kodowego

- tylko czg$ci nadmiarowej stowa kodowego

- czesci informacyjnej stowa kodowego

- czesci nadmiarowej stowa kodowego

- pary dowolnych stéw binarnych

- pary dowolnych stéw binarnych o jednakowej dtugosci

- pary dowolnych stéw kodowych

- pary dowolnych stéw kodowych o jednakowej dlugosci

- pary dowolnych stéw kodowych tego samego kodu

- pary dowolnych niezerowych stow kodowych tego samego kodu

- tylko takiej pary stéw, z ktérych co najmniej jedno jest stowem kodowym
- cafego kodu

- zbioru stéw kodowych danego kodu z wytaczeniem stowa zerowego

W pytaniu nalezy zaznaczy¢ czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe. Na tescie bedq cztery losowo wybrane
mozliwosci z wymienionych powyzej. Za kazdq prawidlowo zaznaczonq opcje bedzie dodane 7: pkt., a za
kazdq nieprawidlowo zaznaczonq opcje lub brak zaznaczenia bedzie odjete % pkt. W przypadku uzyskania
za pytanie punktow ujemnych nie bedq one uwzgledniane w ogolnej punktacji z testu.
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5. Okresl czy nastepujace zdania sa prawdziwe czy falszywe.
Pojecie odlegtosci Hamminga dotyczy

Mozliwosci i punktacja jak pytaniu 4.
6. Dane sa dwa slowa binarne w postaci wielomianowej wu(x)=x"+x" +x +x,
v(x) =x" +x° + x + 1. Oblicz odleglos¢ Hamminga migdzy nimi.
Za poprawny wynik zostanie przyznany 1 pkt, w przeciwnym wypadku 0 pkt.
7. Okresl czy nastgpujace zdania sa prawdziwe czy falszywe.
Pojecie odleglosci minimalnej dotyczy
Mozliwosci i punktacja jak pytaniu 4.

8. Odleglo$¢ minimalna pewnego binarnego kodu liniowego wynosi 8.
Okresl czy nastepujace zdania sa prawdziwe czy falszywe.

- W przypadku wystapienia 4 przeklaman dekoder na pewno wykryje blad.

- W przypadku wystapienia 8 przektaman dekoder moze wykry¢ biad.

- W przypadku wystapienia 5 przeklaman dekoder moze nie wykry¢ btedu.

- W przypadku wystapienia 4 przektaman dekoder na pewno skoryguje btad.

- W przypadku wystapienia 4 przeklaman dekoder moze skorygowac btad.

- W przypadku wystapienia 2 przektaman dekoder moze nie skorygowac bledu.

W pytaniu nalezy zaznaczy¢ czy zdanie jest prawdziwe czy falszywe. Za kazdq prawidtowo zaznaczonq opcje
bedzie dodane 7 pkt., a za kazdq nieprawidlowo zaznaczonq opcje lub brak zaznaczenia bedzie odjete > pkt.
W przypadku uzyskania za pytanie punktow ujemnych nie bedq one uwzgledniane w ogolnej punktacji z testu.

9. lle stéw niekodowych, majacych przeklamania wytacznie w czg¢sci nadmiarowej, moze leze¢
w odleglosci mniejszej niz 4 1 wigkszej niz 1 od stowa kodowego kodu blokowego (10, 4).

Rozwigzanie:

Z tresci zadania wynika, iz nalezy uwzglednic¢ tylko takie stowa, w ktérych 4 najbardziej znaczgce bity
(czes¢ informacyjna) bedg takie same jak w rozpatrywanym stowie kodowym. W takim razie obliczenia
mozna ograniczy¢ do samej czesci nadmiarowej, czyli pozostatych 6 bitow.

Rozpatrywane odlegtosci uwzglednianych stow niekodowych od rozpatrywanego stowa kodowego
zawierajg sie w przedziale obustronnie otwartym (1, 4), czyli beda to odlegtosci 2 i 3.

Mozna zatem napisac:

v.=(2)=arz= 15

v =(3) = eaya =20

W odlegtosci mniejszej niz 4 i wiekszej niz 1 od stowa kodowego kodu blokowego (10, 4) moze leze¢ 35 stéw.

Za poprawny wynik zostanq przyznane 2 pkt, w przeciwnym wypadku 0 pkt.
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10. Dany jest pewien systematyczny, binarny kod liniowy (15,4), w ktorym czg$¢
informacyjna jest reprezentowana przez najbardziej znaczace bity slow kodowych.
Podaj odpowiedzi na ponizsze pytania (wszystkie pytania dotycza podanego wyzej kodu):

a) Ile ro6znych informacji mozna przekaza¢ za pomoca tego kodu?

b) Z ilu stéw kodowych sktada si¢ ten kod?

c) Jaka jest dlugos¢ stow kodowych?

d) Jaka jest dtugos¢ ciagéw informacyjnych?

e) lle istnieje stow o dtugosci rownej dtugosci stow kodowych?

f) Ile roznych stéw zawierajacych przektamanie moze dotrze¢ do dekodera?

g) Jaki moze by¢ najwigkszy stopien wielomianu reprezentujacego ciag informacyjny?

h) Jaki moze by¢ najmniejszy stopien wielomianu reprezentujacego niezerowy ciag
informacyjny?

1) Jaki moze by¢ najwigkszy stopien wielomianu reprezentujacego stowo kodowe?

j) Jaki moze by¢ najmniejszy stopien wielomianu reprezentujacego niezerowe stowo
kodowe?

Za kazdy poprawny wynik zostanie przyznane ¥ pkt, w przeciwnym wypadku 0 pkt.

11. Zdolnos¢ korekcyjna pewnego kodu wynosi 3. Ile moze wynosi¢ jego zdolnos¢
detekcyjna oraz odlegtos¢ minimalna (podaj wszystkie mozliwosci).

Za kompletny i poprawny wynik zostanq przyznane 2 pkt, w przeciwnym wypadku 0 pkt.

12. Ponizej podano 5 stéw o dlugosci 12. Pierwsze stowo nalezy do kodu cyklicznego (12, 4),
a w czterech pozostaltych wystapily btedy w czgéci nadmiarowej. Wykorzystujac
wiasciwosci liniowosci i cykliczno$ci zaznaczy¢ przektamane bity.

c=111000111000
u;=011011011010
uy =100100101100
u3;=010101010001
us = 000111001101

Rozwigzanie:

Wykorzystujac wtasnosci liniowosci i cyklicznosci mozna napisaé (pogrubiong czcionkg wyrézniono
czesci informacyjne, a podkresleniem zaznaczono przektamania):
u # ¢+ i 111000111000
100011100011
011011011010

w#c +c 111000111000
011100011100
100100101100
ustc,+ci N+ 111000111000
110001110001
011100011100
010101010001

u, ¢ 000111001101

Za wszystkie poprawnie zaznaczone przeklamania w jednym stowie zostanie przyznane 1,5 pkt,
w przeciwnym wypadku 0 pkt.
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13. Dane jest stowo kodowe kodu cyklicznego (12, 3) [011001100110]. Obliczy¢ odlegtos¢
minimalna tego kodu.

Rozwigzanie:

Poniewaz k = 3 to kod sktada sie z 2° = 8 stéw kodowych, przy czym jest 7 stéw niezerowych. W takim
razie, wykorzystujac wtasnosci liniowosci i cyklicznosci, mozna napisac:

Co11 =011001100110 dane Wi(Cot1) = 6
C110=110011001100 = ch) Wi(C110) = 6
Ci00=100110011001 = ¢\ Wi(C100) = 6
Coo1 =001100110011 =clty Wi(Coo1) = 6
101 =101010101010 = €100 + Coot Wi(Cro1) = 6
Co1o=010101010101 = ¢ty Wi(Coro) = 6
¢ =111111111111 = €101 + Cot0 Wi(Cr11) = 12

Najmniejsza waga Hamminga z wszystkich niezerowych stéw kodu wynosi 6, czyli odlegtos$¢
minimalna kodu d = 6.

W tescie nalezy podac nastgpujace parametry:
a) liczba stow kodowych
b) maksymalna waga Hamminga stow kodowych
¢) odleglosé minimalna kodu

Jezeli odpowiedz a) jest niepoprawna to za zadanie zostanie przyznane 0 pkt., w przeciwnym wypadku,:
jezeli odpowiedz b) jest niepoprawna to za zadanie zostanie przyznane % pkt., w przeciwnym wypadku,
jezeli odpowied? c) jest niepoprawna to za zadanie zostanq przyznane 2 pkt., w przeciwnym wypadku
za zadanie zostanie przyznane 7 pkt.

Tabela 3 Punktacja zadan testu nr 1

Numer Maksymalna
zadania | liczba punktéw
1 2
2 2
3 4
4 2
5 2
6 1
7 2
8 3
9 2
10 5
11 2
12 6
13 7
Suma 40
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5 Kodowanie informaciji

W procesie kodowania informacji za pomoca kodéw blokowych mozna skorzysta¢
z wielu metod. Jedna z nich jest wykorzystanie ksiggi kodowej, czyli tablicy wszystkich
mozliwych ciagdéw informacyjnych i odpowiadajacych im stéw kodowych. Metoda ta jednak,
w przypadku implementacji praktycznej, wymaga uzycia pamigci, co znaczaco zwigksza
koszt urzadzenia kodujacego. Dodatkowo, dekodowanie korekcyjne taka metoda wymaga
stosunkowo duzej mocy obliczeniowe;.

Innym sposobem kodowania informacji jest metoda macierzowa, ktéra moze by¢
stosowana dla wszystkich kodow liniowych. Metoda ta wykorzystuje wlasciwos¢ liniowosci
kodu 1 polega na mnozeniu ciaggu informacyjnego przez macierz generacyjna kodu. Sposéb
ten moze by¢ stosunkowo prosto zaimplementowany w formie ukladéw kombinacyjnych,
jednak w przypadku potrzeby korekcji bigdow po stronie odbiorczej istnieje potrzeba uzycia
arytmetycznej jednostki obliczeniowej oraz pamigci w urzadzeniu dekodujacym.

Duze uproszczenie konstrukcji koderow mozna uzyska¢ wykorzystujac operacje
na wielomianach. Kodery takie mozna zrealizowa¢ za pomoca rejestrow przesuwnych jako
proste uktady sekwencyjne bez koniecznosci uzycia uktadéw pamieci.

5.1 Kodowanie za pomoca wielomianu

Rozwazmy pewien kod blokowy o parametrach (n, k). Najprostszym sposobem
zakodowania informacji za pomoca algebry wielomiandw jest pomnozenie pewnego
wielomianu g(x), zwanego wielomianem generujacym kod, przez wielomian reprezentujacy
informacj¢ m(x). Wielomian kodowy c(x) odpowiadajqcyl wielomianowi informacyjnemu m(x)
mozna obliczy¢ z zalezno$ci:

c(x) = m(x)-g(x) (5)
gdzie:

c(x) — wielomian kodowy (stopnia nie wigkszego niz n — 1),

m(x) — wielomian informacyjny (stopnia nie wigkszego niz £ — 1),

g(x) —wielomian generujacy kod (stopnia rownego n — k).

Sprawdzmy czy taka metoda pozwala uzyska¢ zbior stow kodowych speiniajacy
warunki opisane w poprzednich rozdziatach:

1. Stopien wielomianu kodowego c(x) dla kodu (n, k) nie moze by¢ wigkszy od n — 1,
co oczywiscie wynika z dlugosci slowa kodowego tego kodu rownej n.

Jak wida¢ z powyzszej zalezno$ci, stopien wielomianu kodowego c(x) bedzie rowny
sumie stopnia wielomianu generujacego g(x) i1 wielomianu informacyjnego m(x),
czyli wyniesie maksymalnie (k— 1)+ (n—k)=n—1.

2. Kazdemu wielomianowi informacyjnemu musi odpowiada¢ dokladnie jeden

wielomian kodowy oraz kazdemu wielomianowi kodowemu musi odpowiadaé
dokladnie jeden wielomian informacyjny.
Jak wida¢ powyzej, kazdy wielomian kodowy bedzie iloczynem wielomianu generujacego
i wielomianu informacyjnego. W takim razie dla dwoéch réznych wielomiandéw
informacyjnych otrzymamy dwa rozne wielomiany kodowe. Dla 2¢ wielomianow
informacyjnych otrzymamy 2* wielomianéw kodowych.

!, Odpowiadajacy” w sensie przypisania jednego elementu m ze zbioru stéw informacyjnych do jednego
elementu ¢ ze zbioru stow kodowych
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3. Odroznienie wielomianow kodowych od wielomianow niekodowych, czyli wykrycie
bledow, powinno by¢ jednoznaczne.
Przy takiej metodzie kodowania, kod stanowia wszystkie moiliwe' wielokrotnosci
wielomianu generujacego, ktorych stopien nie przekracza n — 1, wigc wszystkie pozostalte
wielomiany stopnia nie wigkszego niz n — 1 nie beda wielokrotno$ciami wielomianu
generujacego. W takim razie odroznienie wielomianéw kodowych od wielomianow
niekodowych polega na podzieleniu wielomianu odebranego przez wielomian generujacy
1 sprawdzeniu reszty z tego dzielenia. Jezeli reszta jest rowna 0, to znaczy, ze odebrany
wielomian jest wielokrotnoscia g(x) (dzieli si¢ przez g(x) bez reszty), czyli jest
wielomianem kodowym.

Nalezy zauwazy¢, ze taka metoda kodowania daje w wyniku kod liniowy. Mozna to
sprawdzi¢ w nastgpujacy sposob. Rozwazmy dwa wielomiany kodowe ci(x) 1 cy(x). Nalezy
sprawdzi¢, czy wielomian c3(x) bgdacy suma ci(x) i ca(x) bedzie wielomianem kodowym,
czyli czy bedzie wielokrotnoscia g(x).

c3(x) = c1(x) + ca(x)
Na podstawie (5) mozna napisac:
c3(x) = ma(x)g(x) + my(x)-g(x)
wigc:
c3(x) = (m (x)+ ma(x)) - g(x)

Poniewaz zaréwno stopien wielomianu informacyjnego m;(x) jak i my(x) nie przekracza k — 1,
to stopien wielomianu (m;(x) + mp(x)) rowniez nie przekroczy k—1, czyli (m(x)+ my(x))
bedzie prawidlowym wielomianem informacyjnym. W takim razie, zgodnie z tym co napisano
wczesniej, wynik mnozenia wielomianu informacyjnego przez wielomian generujacy bedzie
wielomianem stopnia co najwyzej n — 1 oraz bedzie wielokrotnoscia wielomianu generujacego
czyli bedzie poprawnym wielomianem kodowym. Jak wigc widaé, suma stow kodowych
takiego kodu bedzie rowniez stowem kodowym tego kodu (kryterium liniowos$ci), co jest
warunkiem koniecznym i wystarczajacym aby uznac¢ taki kod za kod liniowy.

Sprawdzmy teraz czy mozna w taki sposob generowac kod cykliczny. Z kryterium
cyklicznosci wiadomo, ze wielomian (x) wynikajacy z przesunigcia cyklicznego
wielomianu kodowego c(x) powinien by¢ rowniez wielomianem kodowym tego samego kodu,
do ktoérego nalezy c(x).

Na podstawie (4) mozna napisac:

r=y mod x

U

c(H)(x) = (x"c(x)) mod (x"+1) y=nx+r
4 — U‘
. . U r=y—nx
P(0) = x"e(@) + g0 (" 1)

Korzystajac z (5) rozpisujemy wielomian c(x). Dodatkowo zaktadamy, ze g(x) jest czynnikiem
wielomianu (x"+1), czyli wielomian (x"+1) dzieli si¢ bez reszty przez wielomian g(x):

) = X m(x)g(x) + g(x)p(x)-gx)
y
(x) = (xi'm(x) +q(x)p(x)) - glx)

gdzie g(x) 1 p(x) reprezentuja pewne wielomiany.

" Wynika to z faktu, iz tworzac zbiér wszystkich wielomianéw kodowych mnozymy wielomian generujacy przez
wszystkie mozliwe wielomiany stopnia nieprzekraczajacego k—1, a tym samym otrzymujemy zbior wszystkich
mozliwych wielokrotnoséci wielomianu generujacego stopnia nieprzekraczajacego n—1.
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Jak wida¢, przy zalozeniu ze wielomian g(x) jest czynnikiem wielomianu (x"+1),
wielomian wynikajacy z przesuniccia cyklicznego ¢")(x) jest wielokrotnoscia wielomianu
generujacego g(x), co jest warunkiem koniecznym do tego, aby wiclomian ¢"(x) byt
wielomianem kodowym tego samego kodu co c(x). Dodatkowo, z zalezno$ci (4) widac,
ze wielomian ¢"(x) jest reszta z dzielenia pewnego wielomianu przez wielomian (x"+1),
a reszta z dzielenia przez wielomian n-tego stopnia bedzie miata stopien co najwyzej n — 1,
co jest drugim warunkiem koniecznym, aby wielomian ¢"(x) byt wielomianem kodowym
kodu o dhugosci n. W takim razie mozna stwierdzi¢, ze c(H)(x) reprezentuje prawidlowy
wielomian kodowy tego samego kodu cyklicznego, do ktérego nalezy wielomian c(x).
Oczywiscie, powyzsze rozwazania sa rowniez prawdziwe dla przesunigcia cyklicznego
w prawo, poniewaz przesunigcie cykliczne stowa kodowego o i pozycji w jedna strong jest
rownowazne przesunigciu cyklicznemu o (n — i) pozycji w przeciwng strong.

Podsumowujac, taka metoda moze stuzy¢ do generowania kodu cyklicznego (n, k),
pod warunkiem, ze wielomian generujacy g(x) bedzie czynnikiem wielomianu (x"+1).
Mozna tatwo zauwazy¢, ze warunkiem koniecznym (ale niewystarczajacym) aby g(x) byt
czynnikiem (x"+1) jest wystgpowanie w wielomianie g(x) sktadnika x” (czyli ,,1”’) — w innym
wypadku, w reszcie z dzielenia wielomianu (x"+1) przez g(x) zawsze wystapi sktadnik x°.

Niestety taka metoda kodowania daje w wyniku kod niesystematyczny. W celu
otrzymania kodu systematycznego nalezy zmodyfikowaé sposéb kodowania tak,
aby k najbardziej znaczacych bitoéw stowa kodowego bylo rowne nadawanej informacji.
W tym celu nalezy przesuna¢ (niecyklicznie!) stowo informacyjne o n — k pozycji w lewo,
uzyskujac w ten sposOb ostateczna postaé cze$ci informacyjnej slowa kodowego
i jednoczesnie robiac miejsce dla czg$ci nadmiarowej. Nastepnie nalezy obliczy¢ n — k bitowa
cze$¢ nadmiarowa stowa kodowego tak, aby cale stowo kodowe byto wielokrotnoscia
wielomianu generujacego kod. Najprostsza metoda uzyskania czg$ci nadmiarowej jest
obliczenie reszty z dzielenia przesunigtego wczesniej o n—k pozycji w lewo stowa
informacyjnego przez wielomian generujacy. Dodajac (odejmujac) tak uzyskanag resztg
do przesunigtej informacji otrzymamy stowo kodowe. Korzystajac z réwnania (2) mozna
napisac:

ymodx=r < y=nx+r
wiec:
y-—r=nx
czyli:
y—(ymodx)=nwx

Czyli odejmujac reszt¢ od dzielnej otrzymamy liczbg bedaca wielokrotnoscia dzielnika.
Podstawiajac za y « (x”ik - m(x)) oraz za x < g(x) mozna zapisac:

c(x) = (""" m(x) + (" - m(x)) mod g(x) (6)

Jak wida¢, taka metoda kodowania zapewnia, ze wielomian c(x) bedzie
wielokrotnoscia wielomianu g(x). Mozna réwniez zauwazy¢, ze poniewaz stopien g(x) jest
rowny n—k, to stopien wyrazenia (x”ik - m(x)) mod g(x) bedzie mniejszy od n—k, czyli nie
zmodyfikuje wczesniej przygotowanej czg$ci informacyjnej slowa kodowego (zajmie
najwyzej n—k bitow). W takim razie taka metoda kodowania daje systematyczny kod
liniowy (lub cykliczny).

Przyktad obliczenia stowa kodowego za pomoca powyzszej zaleznosci pokazano
w rozwiazaniu zadania nr 2 na stronie 31.
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5.2 Kodowanie za pomoca macierzy generujacej

Kodowanie informacji metoda macierzowa polega na obliczeniu iloczynu ¢ wektora
informacyjnego m 1 macierzy generujacej kod G.

c=m-G
gdzie:
¢ —wektor kodowy o wymiarze [1 x n],
m — wektor informacyjny o wymiarze [1 x k],
G — macierz generujaca o wymiarze [k X n].

Jezeli potraktujemy wiersze macierzy generujacej jako wektory, to wynik mnozenia
wektora informacyjnego przez macierz generujaca mozemy zapisa¢ jako sumeg jej wierszy
pomnozonych przez odpowiednie wspotrzgdne wektora informacyjnego.

ais a4 a3z aip Al Ao my-| d15 d14 13 A12 A11 A10
[my my mp] | @25 Q24 Q23 Q22 Q21 Ay |= 1

+mq-
ass as4 A3z AaAzy dsp asg + mo| A35 A34 a3z Az Az Ao

[ ]
[azs azq A3 Azn A2 azo]
[ ]
[¢s ca e3 2 c1 o]

Jak wida¢, wektor kodowy powstaje w wyniku sumowania pewnych wektorow
pomnozonych przez skalar, czyli stanowi kombinacj¢ liniowa tych wektorow.
W rzeczywisto$ci wiersze macierzy generujacej sa wektorami kodowymi kodu liniowego
(cyklicznego), a w sensie algebraicznym stanowia bazg¢ liniowej przestrzeni wektorowej
reprezentujacej ten kod. Mozna zatem zauwazy¢, ze zasada tworzenia wektora kodowego
metoda macierzowa jest bardzo podobna do tworzenia stow kodowych poprzez sumowanie
innych stow kodowych tego samego kodu (kryterium liniowosci).

Ponizej przedstawiono przyktad obliczenia stowa kodowego systematycznego kodu
linlowego za pomoca macierzy generujace;.

Przykfad 9

Dana jest macierz G generujaca systematyczny kod cykliczny (8, 3). Obliczyé stowo kodowe
odpowiadajgce informacji m(x) = x + 1.

Stowo informacyjne w postaci bitowej ma postaé m = [011]. Obliczenie stowa kodowego polega na
przemnozeniu stowa informacyjnego przez macierz generujacg kod.

10011001
c=[011]-{01010101 |=
00110011

=0-[10011001] + 1 - [01010101] + 1 - [00110011] =
=[01010101] + [00110011] =
=[01100110]

Stowo kodowe odpowiadajace informacji m(x) = x + 1 ma postaé c(x) = x° + x° + x* + x.
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Macierz generujaca kod mozna obliczy¢ na podstawie wielomianu generujacego.
Jedna z metod utworzenia macierzy jest metoda polegajaca na wpisywaniu w jej kolejne
wiersze przesuwanego wielomianu generujacego g(x). Sposob ten pokazano ponize;j.

g (0]

¥ g(x)

xg()

L xg(x)

Jak juz wspomniano wczes$niej, macierz generujaca kod liniowy musi posiadaé
k wierszy, n kolumn oraz wszystkie wiersze musza reprezentowaé liniowo niezalezne' wektory
kodowe. Jak wida¢, taki sposob pozwala utworzyé macierz posiadajaca k wierszy,
a stopien wielomianu generujacego réwny (n —k) gwarantuje, ze pierwszy wiersz begdzie
stopnia (n—k)+(k—1)=n—1, co w formie bitowej odpowiada n pozycjom znaczacym
(n kolumn). Oczywiscie wszystkie wiersze stanowia wielokrotnosci wielomianu generujacego,
ktérych stopien nie przekracza (n— 1), czyli reprezentuja poprawne wektory kodowe kodu
generowanego przez g(x). Dodatkowo widac, ze wszystkie wiersze sa liniowo niezalezne.

Niestety taka macierz nie generuje kodu systematycznego (podobnie jak zaleznos$¢ 5).
Jak juz wczes$niej wspomniano, w kodzie systematycznym cze$¢ informacyjna kazdego stowa
kodowego jest identyczna ze stowem informacyjnym, ktéremu to stowo kodowe odpowiada.
W celu uzyskania takiej postaci stowa kodowego nalezy przepisa¢ bez zmian stowo
informacyjne w czg$¢ informacyjna stowa kodowego, co mozna zrealizowaé poprzez
odpowiednie przeksztalcenie macierzy generujacej uzyskanej w wyniku przesuwania
wielomianu generujacego. Przeksztatcenie to polega na sumowaniu wierszy macierzy tak, aby
jej lewa strona miata posta¢ macierzy jednostkowej. Z uwagi na to, ze mamy do czynienia
z kodem liniowym, sumowanie wektorow kodowych reprezentowanych przez wiersze
macierzy generujacej daje w wyniku rowniez wiersze reprezentujace wektory kodowe tego
samego kodu. Ponizej przedstawiono przyklad utworzenia macierzy generujacej kod
systematyczny za pomoca przesuwania wielomianu generujacego.

Przykfad 10

Dany jest wielomian generujacy cykliczny kod binarny (14, 6) g(x) = x*+x*+x*+1. Utworzy¢ macierz
generujaca kod systematyczny oparty na wielomianie g(x).

~10101000100000 7 |
01010100010000 |1l
_|oo101010001000 |m
G=100010101000100 |IV
00001010100010 |V
[ 00000101010001 VI
~10000010101000 I+l
01000001010100 |I+V
|00100000101010 [l+V
G=100010000010101 [IV+VI
00001010100010 |V
[ 00000101010001 VI

' Wektory a, b, ¢ sa liniowo niezalezne gdy ich kombinacja liniowa ora + f-b + yc=0tylkodlaa==y=0
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Inna metoda uzyskania macierzy generujacej kod systematyczny jest metoda
wykorzystujaca zalezno$¢ 6. Analizujac poprzedni przyklad mozna zauwazy¢, ze kolejne
wiersze macierzy generujacej G reprezentuja stowa kodowe kodu systematycznego
odpowiadajace wielomianom informacyjnym x* ', X2 .., %', 2% W takim razie pierwszy
wiersz macierzy generujacej kod systematyczny mozna obliczy¢ z zalezno$ci 6 przyjmujac
wielomian informacyjny m(x)zxkfl. Ponizej przedstawiono sposob obliczenia pierwszego
wiersza macierzy generujacej kod systematyczny z poprzedniego przyktadu.

Przykfad 11

Dany jest wielomian generujacy cykliczny kod binarny (14, 6) g(x) = x*+x%+x*+1. Obliczy¢ pierwszy
wiersz macierzy generujacej kod systematyczny oparty na wielomianie g(x).

Pierws_zy .wiersz_ macier.;y gener_uJapej kod system_atyczny ma posta{: siowa_ kgdpwego
odpowiadajacego informacji m(x) = x*!. Stowo kodowe mozna obliczy¢ korzystajac z zaleznosci 6:
c(x) = (X" - m(x)) + (x"" - m(x)) mod g(x)
podstawiajgc parametry rozpatrywanego kodu otrzymujemy
c(x) = (x8 : x5) + (x8 : x5) mod (x8+x6+x4+1)
c(x) = (x"%) + (x"%) mod (x*+x>+x*+1)

Obliczamy reszte z dzielenia x'° przez wielomian generujacy kod g(x) = X+xC+x +1:

101010001| 10000000000000

101010001
010100010
000000000

101000100
101010001
000101010
000000000
001010100
000000000
010101000
000000000
10101000

Jak widaé reszta z dzielenia ma posta¢ 10101000, wiec pierwszy wiersz macierzy generujgcej ma
posta¢ 10000010101000.

W taki sposob mozna obliczy¢ wszystkie wiersze macierzy generujacej kod
systematyczny oparty na zadanym wielomianie generujacym, jednak wymagaloby to
przeprowadzenia k—1 dzielen'. Analizujac powyzszy przyktad mozna zauwazyé, ze kolejno
otrzymywane reszty posrednie sa resztami z dzielenia wielomianu x"* przesuwanego kolejno
o jedna pozycje w lewo, co odpowiada kolejnym cze$ciom informacyjnym wierszy macierzy
generujacej. W takim razie obliczenia mozna znaczaco upros$ci¢ wykorzystujac wszystkie
reszty posrednie zapisywane w procesie dzielenia. Sposob ten ilustruje ponizszy przykiad.
Pogrubiona czcionka zaznaczono reszty posrednie wpisywane w kolejne wiersze czg$ci
kontrolnej macierzy generujacej’ od dotu do gory.

! Ostatni wiersz macierzy ma posta¢ wielomianu generujacego, wige dzielenie nie jest potrzebne.
2 Cze$¢ kontrolna macierzy generujacej stanowi n—k kolumn po prawej stronie macierzy, a czg¢$¢ jednostkowa
stanowi k kolumn po lewej stronie macierzy.
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Przykfad 12

Dany jest wielomian generujacy cykliczny kod binarny (14, 6) g(x) = xX*+x°+x*+1. Obliczy¢é macierz
generujaca kod systematyczny oparty na wielomianie g(x).

W pierwszym etapie konstruujemy macierz jednostkowg kxk oraz pozostawiamy miejsce dla
n—k kolumn po prawej stronie.

Nastepnie przeprowadzamy dzielenie ciggu n-bitowego z jedynka na najbardziej znaczacej pozycji
i zerami na pozostatych n—1 pozycjach. Cigg taki odpowiada wielomianowi X! pomnozonemu przez
wielomian x" ™ (patrz zaleznos¢ 6).

101010001| 10000000000000

101010001
wiersz VI 010100010
000000000
wiersz V 101000100
101010001
wiersz IV 000101010
000000000
wiersz Il 001010100
000000000
wiersz Il 010101000
000000000
wiersz | 10101000

Kolejno otrzymywane reszty (bez bitdw przepisywanych z dzielnej) wpisujemy w kolejne wiersze
czesci kontrolnej macierzy generujacej zaczynajac od ostatniego wiersza.

OO OO O -~
SO OO -~0
SO O -~00
OO -~~00O0
O -~000O0
el el eoNoNoe)
O 000 -
- 000 -0
O = 0O =0=
-0 =_0-=-0
OO0 O=_0=-
OO0 -~0-0
o000
- O0O-_000

Jak wida¢, otrzymana macierz jest zgodna z macierza generujaca otrzymana
w przykladzie 10. Sposéb obliczenia macierzy generujacej kod systematyczny
z wykorzystaniem dzielenia jest najczes$ciej mniej pracochtonny niz sposdb wykorzystujacy
dodawanie wierszy.
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6 Test nr 2 — zadania

1. Ponizej podano szeéé wielomianéw
gilx)= x +x +x +x +xf+x+1
o) =x +x"+ X +x>+x
gx)=x+x"+x+1
g =x"+x"+ 7 +x+1
gs(x)=x"+x" +x +x
gs(x)=x"+x" +1

Odpowiedz na nastgpujace pytania.

1) Ktore wielomiany moga generowac kod liniowy?

2) Ktore wielomiany moga generowac kod cykliczny?

3) Ktore wielomiany nie moga generowac kodu liniowego (14, 8)?
4) Ktore wielomiany nie moga generowa¢ kodu cyklicznego (14, 8)?
5) Ktore wielomiany generuja kod liniowy (14, 8)?

6) Ktore wielomiany generuja kod cykliczny (14, 8)?

Rozwigzanie:

Ad. 1) Wprawdzie kody generowane przez wielomiany nie posiadajgce sktadnika x° nie sg kodami
dobrej jakosci (najmniej znaczacy bit w kazdym stowie kodowym jest rowny 0) jednak spetniajg one
kryterium liniowos$ci. W takim razie kod liniowy moze generowac¢ kazdy wielomian z podanych wyzej.

Ad. 2) Jak juz wczesniej wykazano, wszystkie wielomiany bedace czynnikiem wielomianu x” + 1
generujg kod cykliczny. Mozna fatwo zauwazy¢, ze dla kazdego wielomianu posiadajgcego sktadnik x°
mozna znalezé wielomian postaci x” + 1, ktdrego jest on czynnikiem. W takim razie kod cykliczny
moze generowac kazdy wielomian posiadajacy sktadnik X, czyli wielomiany g4(x), gz(x), ga(x) i gs(x).

Ad. 3) Wielomian generujacy kod liniowy o parametrach (n, k) musi mie¢ stopien réwny (n - k),
czyli w przypadku kodu (14, 8) stopien wielomianu generujgcego musi wynosi¢ 6. W zadaniu podano
trzy wielomiany stopnia ré6znego od 6: ga(x), gs(x) i gs(X).

Ad. 4) Wielomian generujacy kod cykliczny o parametrach (n, k) musi mie¢ stopieh réwny (n - k)
oraz musi by¢ czynnikiem wielomianu x" + 1, czyli w przypadku kodu (14, 8) stopien wielomianu
generujgcego musi wynosi¢ 6 i musi on by¢ czynn|k|em wielomianu x™ + 1. Warunk|em koniecznym
do tego zeby dany wielomian byt czynnikiem wielomianu posiadajacego sktadnik x° jest obecnosé
sktadnika x° w tym wielomianie, w takim razie wielomiany g,(x), gs(x), gs(x) i ge(x) nie moga
generowac kodu cyklicznego (14, 8).

Ad. 5) Kod liniowy (14, 8) moze generowa¢ kazdy wielomian stopnia réwnego 6, czyli sg to
wielomiany g1(x), ga(x) i gs(x).

Ad. 6) Kod cykliczny (14 8) moze generowac¢ kazdy wielomian stopnia réwnego 6, ktory jest
czynnikiem W|elom|anu x"*+1. W tresci zadania podano dwa wielomiany stopnia szostego
posiadajgce skfadnik x° (91(x) i g4(x)), czyli tylko one majg szanse byc¢ czynn|k|em wielomianu x™ + 1.
W celu sprawdzenia tego faktu nalezy wykona¢ dzielenie wielomianu (x +1) przez g4(x) oraz
dzielenie wielomianu (x "~ + 1) przez g4(x) i sprawdzi¢ reszty z tych dzielen. Po wykonamu dzielen
okazuje sie, ze reszta z dzielenia ( X'+ 1) przez g4(x) wynosi 0, a reszta z dzielenia (x +1) przez
g4(x) wynosi (x + x + 1), wiec kod cykllczny (14, 8) generuje tylko wielomian g(x).

Za kazdq prawidlowq odpowiedz bedzie dodany 1 pkt., a za kazdq nieprawidiowq odpowiedz lub brak
odpowiedzi bedzie odjety 1 pkt. W przypadku uzyskania za pytanie punktow ujemnych nie bedq one
uwzgledniane w ogolnej punktacji z testu.
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2. Dany jest wielomian generujacy kod liniowy g(x) =x' + x'* + x* + x + 1 oraz wielomian
informacyjny m(x)=x" +x. Obliczy¢ metoda wielomianowa stowo kodowe kodu
systematycznego opartego na wielomianie g(x) odpowiadajace informacji m(x).

Rozwigzanie:

W celu rozwigzania zadania nalezy skorzystaé z zaleznosci 6:
c(x) = (X" - m(x)) + (X" - m(x)) mod g(x)

Zaréwno wielomian m(x) jak i g(x) sa podane w tredci zadania, a na podstawie stopnia wielomianu
generujgcego mozemy okresli¢ dlugo$¢ czesci nadmiarowej stowa kodowego (n — k).
W pierwszym etapie nalezy obliczy¢ iloczyn (X m(x)) odpowiadajacy czesci informacyjne;
stowa kodowego:
X12 . (X3 + X) = X15 + X13

Nastepnie nalezy obliczy¢ reszte z dzielenia otrzymanego w ten sposdb wielomianu przez
wielomian generujacy, ktéra stanowi cze$¢ nadmiarowg stowa kodowego:

X4 x4 x X+ X

X15+X13+X5+X4+X3
XX+ X

Po dodaniu wielomianu reprezentujacego czes¢ informacyjng do wielomianu reprezentujgcego
cze$¢ nadmiarowg stowa kodowego mozna podac szukane stowo kodowe:

C(X)=X15+X13+X5+X4+X3

W tescie nalezy podac:
a) wielomian reprezentujqcy czes¢ informacyjnq stowa kodowego,
b) wielomian reprezentujqcy szukane stowo kodowe.

Jezeli odpowiedz a) jest niepoprawna to za zadanie zostanie przyznane 0 pkt., w przeciwnym wypadku,:
jezeli odpowiedz b) jest niepoprawna to za zadanie zostanie przyznany 1 pkt, w przeciwnym wypadku
za zadanie zostanq przyznane 4 pkt.

3. Dany jest wiclomian generujacy kod liniowy o dtugosci 14: g(x) = x*+x%+x*+1. Obliczy¢
macierz generujaca systematyczny kod liniowy oparty na tym wielomianie.

Rozwigzanie zadania podano w przyktadach 10 + 12.

Za prawidlowq i kompletnq odpowiedz zostanq przyznane 4 pkt. Za kazdy bledny bit w macierzy zostanie
odjety 1 pkt. W przypadku uzyskania za pytanie punktow ujemnych nie bedq one uwzgledniane w ogolnej
punktacji z testu.

4. Dana jest macierz G generujaca systematyczny kod liniowy. Obliczy¢ metoda macierzowa
stowo kodowe tego kodu odpowiadajace informacji m(x) = x” + x.

100010000011
010001000001
001010000000

1
0
1
00010100000001

10
11
10
11

Q
I
o= r—o
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Rozwigzanie:

W celu rozwigzania zadania nalezy pomnozy¢é podang macierz generujgca kod przez podany
wektor informacyjny.

W pierwszym etapie przeksztatcamy wektor informacyjny na postaé bitowa
X° + x & [1010]

Nastepnie skreslamy te wiersze macierzy, ktdére sg mnozone przez wspoirzedne wektora
informacyjnego majace wartosé réwng 0:

1000100000110110
0140001000004+ 01414

¢=[10101"19 010100000001110
0001010000000114

Dodajemy wiersze, ktére pozostaty i otrzymujemy:
c=[1010000000111000]
Po przeksztatceniu na posta¢ wielomianowg zapisujemy szukane stowo kodowe:

C(X)=X15+X13+X5+X4+X3

Za prawidlowq i kompletnq odpowiedz, za zadanie zostanq przyznane 4 pkt. W przypadku blednej
odpowiedzi, jezeli zostanq skreslone odpowiednie wiersze macierzy — za zadanie zostanie przyznany 1 pkt.

Tabela 4 Punktacja zadan testu nr 2

Numer Maksymalna
zadania | liczba punktow
1 6
2 4
3 4
4 4
Suma 18
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7 Dekodowanie korekcyjne

W poprzednim rozdziale pokazano sposob tworzenia stéw kodowych na podstawie
stow informacyjnych. Tak przygotowane stowa kodowe wysyla si¢ do odbiorcy wykorzy-
stujac rézne media transmisyjne (np. przewody miedziane, fale elektromagnetyczne, no$niki
danych itp.). Niestety, stowa kodowe w trakcie transmisji sa narazone na przektamania,
ktore moga wynika¢ zarowno z niedoskonato$ci medium transmisyjnego jak i zakldcen
zewngtrznych 1 wewngtrznych. W rezultacie, do odbiornika moga dotrze¢ stowa rozniace
si¢ od wystanych stow kodowych, co moze spowodowac otrzymanie btednej informacji.

W celu zminimalizowania wplywu zaklocen na przesytane lub przechowywane
informacje stosuje si¢ dekodowanie z korekcja bieddéw, ktore jest realizowane w uktadach
dekoderow. Zadaniem dekodera jest przede wszystkim wykrycie blgdow, a w przypadku kodow
umozliwiajacych korekcj¢ btedow, rowniez ich skorygowanie. Dekodowanie korekcyjne mozna
przeprowadzi¢ réznymi metodami w zaleznosci od rodzaju wykorzystywanego kodu (kod
liniowy, kod cykliczny czy konkretny rodzaj kodu cyklicznego np. kod Reeda-Solomona).

W przypadku wykorzystywania kodoéw liniowych, dekodowanie i korekcje bledow
mozna zrealizowa¢ poprzez zastosowanie metody wykorzystujacej tablice standardowa kodu
liniowego. Niestety jest to metoda nieefektywna, poniewaz wymaga uzycia pamigci
w dekoderze, co w wypadku dtugich kodéw jest niepraktyczne zaréwno ze wzgledu na rozmiar
pamigci jak 1 zlozono$¢ obliczeniowa przeszukiwania tablicy. Zwigkszenie wydajnosci
te] metody mozna uzyska¢ poprzez zastapienie tablicy standardowej tablica zawierajaca
syndromy i przyporzadkowane im wektory btedow. W takim wypadku dekodowanie i korekcja
btedow polega na obliczeniu syndromu stowa odebranego, odszukaniu syndromu w tablicy,
a nast¢pnie dodaniu odpowiadajacego mu wektora btedow do stowa odebranego. Niestety taka
metoda rowniez wymaga uzycia pamigci oraz jednostki arytmetyczno-logicznej w urzadzeniu
odbiorczym, co nie pozostaje bez wplywu na koszt dekodera.

W praktyce najczesciej stosowana klasa kodow blokowych sa kody cykliczne, ktorych
wlasciwosci pozwalaja zwigkszy¢ wydajnos¢ 1 obnizy¢ koszty urzadzen dekodujacych.
Z uwagi na specyficzne wlasciwosci roznych rodzajow kodoéw cyklicznych stosuje si¢ wiele
roznych algorytméw dekodowania i korekcji btedéw. W niniejszym rozdziale zostanie
opisany uproszczony algorytm dekodowania korekcyjnego, ktory moze by¢ zastosowany
dla wszystkich kodéw cyklicznych.

7.1 Syndrom

Jak wiadomo, przy kodowaniu z wykorzystaniem wielomianu generujacego wszystkie
wielomiany kodowe sa wielokrotnosciami wielomianu generujacego, czyli dziela si¢ przez
wielomian generujacy bez reszty. W celu sprawdzenia, po stronie odbiorczej, czy slowo
odebrane jest stowem kodowym, wystarczy sprawdzi¢ reszt¢ z dzielenia wielomianu
odebranego u(x) przez wielomian generujacy g(x).

s(x) = u(x) mod g(x) (7

Reszta s(x) z tego dzielenia zwana jest syndromem i ma stopien mniejszy niz n —k,
czyli ma dlugo$¢ rowna czesci nadmiarowej stowa kodowego.
Przeksztatcajac powyzsze rownanie zgodnie z zalezno$cia (2) mozna napisac:

u(x) = m'(x)-g(x) + s(x)
czyli

u(x) + s(x) = m'(x)-g(x)
gdzie m'(x) jest pewnym wielomianem stopnia mniejszego niz k.
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Wida¢ wige, ze suma slowa odebranego u(x) i syndromu s(x) bedzie wielokrotnoscia
wielomianu generujacego, czyli da prawidlowe slowo kodowe. Niestety stowo kodowe
otrzymane w ten sposoéb moze si¢ rozni¢ od nadanego stowa kodowego. Wynika to z faktu,
ze syndrom ma dhlugos¢ réwna czesci nadmiarowej stowa kodowego, wiec k najbardziej
znaczacych bitéw (czg$¢ informacyjna) stowa odebranego nie ulegnie zmianie po dodaniu
do niego syndromu.

W praktyce, syndrom reprezentuje réznice mi¢dzy odebrana czgS$cia nadmiarowa
(n — k naymniej znaczacych bitow stowa odebranego), a cz¢$cia nadmiarowa prawidlowego
stowa kodowego odpowiadajacego odebranej czgsci informacyjnej (k najbardziej znaczacych
bitow stowa odebranego).

Przykfad 13

Po stronie nadawczej wystano stowo kodowe ci(x) nalezace do systematycznego kodu cyklicznego
(12, 3) opartego na wielomianie generujgcym g(x). Stowo kodowe odpowiada informacji m(x).
W trakcie transmisji zostaty przektamane dwa najbardziej znaczace bity wystanego stowa kodowego,
co spowodowato odebranie stowa u(x). Obliczy¢ metodg wielomianowa syndrom btedu s(x).

g(x)=x9+x8+x5+x4+x+1
myx)=x+1
ct(x)=x1°+x9+x6+x5+x2+x
e(x)=x”+x1°
u(x)=x”+x9+x6+x5+x2+x

Oczywiscie, ani wektor btedu e(x) ani wystane stowo kodowe c¢(x) nie sg znane po stronie odbiorczej.

Obliczamy syndrom btedu s(x) wykorzystujac zaleznos¢ (7):

XX+ X+ X+ x+ 1 X"+ X+ X+ X+ X+ x
X11+X10+X7+X6+X3+X2
X10+X9+X7+X5+X3+X
XP+ X+ X+ X+ X+ x
X'+ 4+ X

Jak widaé, syndrom btedu s(x) = x” + x° + x> + x°.

Jezeli dodamy otrzymany syndrom s(x) do stowa odebranego u(x) otrzymamy poprawne stowo
kodowe c(x).
cr(x)=x11 + X+ X + X+ X+ x

Niestety, stowo kodowe ¢,(x) odpowiada informacji m(x) = X* + 1, ktéra rozni sie od informacji nadanej my(x).

Syndrom bledow zawiera w sobie informacj¢ o bledach, ktore wystapity w trakcie
transmisji. W celu zbadania tej wiasciwosci syndromu zauwazmy, ze wielomian odebrany mozna
zapisac¢ jako sumg nadanego wielomianu kodowego ci(x) 1 wielomianu (wektora) btedu e(x):

u(x) = c(x) + e(x)
podstawiajac powyzsza zaleznos¢ do (7) otrzymamy:
s(x) = (cdx) + e(x)) mod g(x)
poniewaz ¢(x) mod g(x) = 0 to mozna napisac':

s(x) = e(x) mod g(x)

' Wrynika to z wihasciwosci dodawania stronami kongruencji: jezeli a =b mod g oraz z=ymodg

toa+tz=(b+y)modg.
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Przyktad 14

Obliczmy syndrom s(x) dzielac wektor btedu e(x) przez wielomian generujacy g(x). Wszystkie dane
takie jak w poprzednim przykfadzie.

9 8 5 4 1T 10

XX+ X+ X +x+1x" +x
X11+X10+X7+X6+X3+X2
X' +x° 4+ X

Syndrom btedu s(x) = x" + x° + x> + ¥ — czyli jest taki sam jak syndrom obliczony w poprzednim
przyktadzie jako reszta z dzielenia wielomianu odebranego u(x) przez wielomian generujacy g(x).

Jak wida¢ syndrom zalezy tylko od wektora bledu (nie zalezy od nadanego stowa
kodowego). Dodatkowo, jezeli stopien wielomianu e(x) jest mniejszy niz (n — k), czyli biedy
nie wystgpuja w czesci informacyjnej stowa kodowego, to reszta z dzielenia e(x) przez
wielomian wyzszego stopnia (czyli n — k) bedzie rdwna e(x), wigc mamy:

s(x) = e(x) 3

Z tego wynika, ze jezeli przeklamania nie wystapily w czeSci informacyjnej nadanego
slowa kodowego to syndrom jest rowny wektorowi bledu. W takim wypadku korekcja
btedow polega na dodaniu syndromu do wektora odebranego — wtedy otrzymujemy nadane
stowo kodowe.

Przyktad 15

Po stronie nadawczej wystano stowo kodowe cy(x) nalezace do systematycznego kodu cyklicznego
(12, 3) opartego na wielomianie generujgcym g(x). Stowo kodowe odpowiada informacji my(x).
W trakcie transmisji zostaty przeklamane dwa najmniej znaczace bity wystanego stowa kodowego,
co spowodowato odebranie stowa u(x). Obliczy¢ metodg wielomianowa syndrom btedu s(x).

g(x)=x9+x8+x5+x4+x+1
my(x) =x+1
ct(x)=x1°+x9+x6+x5+x2+x
e(x)=x+1
ux)=xC+x°+x°+ X+ X + 1

Obliczamy syndrom btedu s(x) wykorzystujac zaleznos¢ (7):

XX+ X+ X+ x+1xT+ X+ X+ X+ X+ 1
XP+xX+ X+ x>+ X+ x
x+1

Jak widaé¢, syndrom btedu s(x) = x + 1, wiec jest rowny wektorowi btedow e(x).

Jezeli dodamy otrzymany syndrom s(x) do stowa odebranego u(x) otrzymamy poprawne stowo
kodowe c(x).
cr(x)=x1°+x9+x6+x5+x2+x

Poniewaz nie wystgpity btedy w czesci informacyjnej stowa kodowego to stowo kodowe c¢,(x) = ¢ci(x).
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Powyzszy przyktad pokazuje sposob przeprowadzenia korekcji blgdéw w przypadku,
gdy nie wystapilty przekltamania w cze$ci informacyjne] wysltanego stowa kodowego.
Niestety, jak to pokazano wczesniej, w przypadku wystapienia bledow w czgéci informacyjne;j
nie mozna ich skorygowac¢ za pomoca tej metody, jednak z uwagi na jej prostote 1 duza
efektywnos$¢ warto zastosowac taki algorytm w praktyce. W tym celu urzadzenie dekodujace
musi sprawdzi¢ czy wystapily btedy w czgsci informacyjnej nadanego stowa kodowego.

Jak juz wczesniej wspomniano, syndrom zawiera informacj¢ o rozktadzie btedow, ktore
wystapily w trakcie transmisji stowa kodowego ci(x). Przyjmijmy, ze stowo odebrane u(x)
zawiera t przektaman, oraz chociaz jedno z nich lezy w czg$ci informacyjnej. W takim wypadku,
poprzez dodanie syndromu s(x) do stlowa odebranego u(x), otrzymamy stowo kodowe c(x),
ktore oczywiscie bedzie rozne od ci(x):

cr(x) = u(x) + s(x) oraz u(x) = c(x) + e(x)
czyli:
cr(x) = cl(x) + e(x) + s(x)
Wiemy, ze rozne stlowa kodowe kodu liniowego leza od siebie w odlegtosci
nie mniejszej niz odlegtos¢ minimalna kodu d, czyli:

du(c(x), cx)) > d

wiec:
wh(cx) +ex)) = d
czyli:
wi(c(x) + alx) + e(x) +5(x)) = d
zatem:

wh(e(x) + s(x)) > d ©)

Z powyzsze] zalezno$ci wynika, ze w przypadku wystapienia przeklaman w czesci
informacyjnej, waga Hamminga sumy wektora bledow i syndromu bgdzie wigksza lub réwna
odlegtosci minimalnej kodu. Korzystajac z tego faktu mozna okresli¢ wage Hamminga syndromu.
W tym celu zauwazmy, ze suma wag Hamminga dwdch wektorow u 1 v jest wigksza lub réwna
wadze Hamminga sumy tych wektorow:

wh(u) + wu(v) = wh(u + v)
uwzgledniajac zalezno$¢ (9) mozna napisac:
wh(e(x)) T wr(s(x)) = wr(e(x) +5(x)) = d
czyli:
| wi(e(®)) + Wa(s(x)) = d
wigc:
Wi(s(x)) = d — wi(e(x)) (10)

Waga Hamminga wektora btedow e(x) jest rowna liczbie przektaman, ktore wystapity
w trakcie transmisji, wigc zgodnie z wezesniejszym zalozeniem:

wu(e(x)) =t

Nawiazujac do wiadomosci podanych w rozdziale 3.4 wiemy, ze odleglo$¢ minimalna kodu
linlowego wynosi co najmniej:
d=2t+1

W takim razie, podstawiajac powyzsze zaleznosci do (10) mozna napisac:

wh(s(x))>2t+1)—¢
czyli:
wi(s(x) =1+ 1 (11)
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Z powyzszej zalezno$ci wynika, Ze jezeli nastapily przeklamania w czeSci
informacyjnej wektora kodowego, to waga Hamminga syndromu bedzie wig¢ksza
od zdolnosci korekcyjnej kodu, a z zaleznosci (8) widaé, ze w przeciwnym wypadku
waga Hamminga syndromu nie przekroczy zdolnosci korekcyjnej kodu.

Powyzsze rozwazania dotycza tylko takich przypadkow, w ktorych liczba przektaman
nie przekracza zdolnosci korekcyjnej kodu ¢. Jezeli liczba przekltaman bedzie wigksza,
to moga wystapi¢ btedy korekcji lub nawet brak mozliwosci ich wykrycia.

7.2 Macierz korekcyjna

W poprzednim rozdziale pokazano dwie metody kodowania informacji: metode
oparta o wielomian generujacy oraz metode wykorzystujaca macierz generujaca kod G.
Przy kodowaniu informacji metoda macierzowa, wektor kodowy ¢ oblicza si¢ jako iloczyn
wektora informacyjnego m oraz macierzy generujacej G. Podobnie jak w przypadku
kodowania informacji, rowniez dekodowanie moze by¢ przeprowadzone metoda macierzowa.

W macierzowe] metodzie dekodowania takze wykorzystuje si¢ operacj¢ mnozenia
macierzy, przy czym tutaj czynnikami mnozenia sa slowo odebrane u oraz macierz
korekcyjna transponowana H', a wynikiem jest wektor reprezentujacy syndrom bledow s:

s=u-H' (12)
gdzie:
s — wektor syndromu btedéw o wymiarze [1 x n—k],
— wektor odebrany o wymiarze [1 x n],
H' —macierz korekcyjna transponowana o wymiarze [n x n—k].

Na podstawie powyzszej zalezno$ci, tak jak w metodzie wielomianowej, mozna
pokazaé, ze syndrom nie zalezy od nadanego stowa kodowego:

T
s=u-H

podstawiajac za stowo odebrane u# sume¢ nadanego stowa kodowego ¢; i wektora btedow e
otrzymujemy:
s=(c+e) H'

s=c¢, H +e-H'
poniewaz w przypadku braku btedéw syndrom jest rowny zero, czyli ¢, - H' =0, to
s=e-H'

Ponizej przedstawiono przyktad obliczenia syndromu bl¢déw metoda macierzowa.
Wartosci wszystkich danych sa takie same jak w przyktadzie 13.
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Przyktad 16

Po stronie nadawczej wystano stowo kodowe ¢, nalezace do systematycznego kodu cyklicznego (12, 3).
Stowo kodowe odpowiada informacji m,. W trakcie transmisji zostaty przektamane dwa najbardziej
znaczace bity wystanego stowa kodowego, co spowodowato odebrame stowa u. Obliczy¢ metodg
macierzowg syndrom btedu s. Macierz korekcyjna transponowana H' jest podana ponizej.

— 110011001
10101010 1
10011001 1 )
100000000 m; =011
010000000 ¢, =011001100110
H = 888?88888 e =110000000000
88883?888 u =101001100110
000000100
000000010
| 000000001

Oczywiscie, ani wektor btedu e ani wystane stowo kodowe ¢; nie sg znane po stronie odbiorczej.

Obliczamy syndrom btedu s wykorzystujac zaleznos¢ (12):

—110011001
101010401
100110011
100000000
010000000

=[101001100110] - 8 ? 8 8 =[011001100]

0
0

o o
o o

1
0

.

o o
[eNe]
[eNe]
[eNe]
o o
o o

O -
- O
o o

Syndrom btedu s = 011001100.

Jak juz wcze$niej wspomniano, syndrom btedow reprezentuje rdéznice migdzy
odebrang czg$cia nadmiarowa (n — k najmniej znaczacych bitow stowa odebranego), a czescia
nadmiarowa prawidlowego stowa kodowego odpowiadajacego odebranej czesci
informacyjnej (k najbardziej znaczacych bitow stowa odebranego). W takim razie obliczenie
syndromu mozna podzieli¢ na dwie operacje:

1. obliczenie prawidtowej czgsci nadmiarowej na podstawie odebranej czgsci informacyjnej,
2. dodanie (odjecie) tak obliczonej czqéci nadmiarowej od odebranej cz¢sci nadmiarowe;.

Na takiej zasadzie opiera si¢ dzialanie ma01erzy korekcyjnej transponowane;.
Czgs¢ goérna macierzy (k gornych wierszy) oblicza czgs¢ nadmiarowa stowa odebranego
bazujac na jego k bitach informacyjnych, a czgs$¢ jednostkowa (n —k dolnych wierszy)
przenosi niezmienionq cze$¢ nadmiarowa stowa odebranego. Oczywiscie, z uwagi na to,
ze jest to jedna macierz, wyniki obydwu czqsm si¢ dodaja 1 otrzymujemy syndrom.

Do obliczenia praw1d10wej czqsm nadmiarowej odpowiadajacej odebranej czgdci
informacyjnej wykorzystuje sig czgs¢ kontrolnat macierzy generujacej (jej » —k kolumn
po prawej stronie), mnozac ja przez czg:rsc informacyjng stowa odebranego. Fakt ten mozna
wykorzysta¢ do utworzenia macierzy H' na podstawie macierzy G — wystarczy pod czgscia
kontrolng macierzy generujacej G dopisa¢ macierz jednostkowa.
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Przyktad 17

Dana jest macierz G generujgca systematyczny kod liniowy (12, 3). Obliczy¢ macierz korekcyjng
transponowang H' dla tego kodu.

100110011001
G={010101010101
001100110011

Przepisujemy czes$¢ kontrolng macierzy generujacej (zaznaczong pogrubiong czcionka) i dopisujemy
pod nig macierz jednostkowa.

OO0 O0CO0OO0OO0OO A==
OO0 OCO0OO0OO~~r000 =
OO0 O0CO0OO~~000=0
OO0 O0CO~000-~00
OO0 O0O 0000 =A==
OO0 ~~0000C0OCOoO0O -
OO ~~0O000C0C0OC0CO =0
O~ 0000C0C0OO0O-~00
L, 000000000 = m -
1

W taki sposéb otrzymujemy macierz korekcyjng transponowang H'.

7.3 Uproszczony algorytm dekodowania dla kodéw cyklicznych

Podany ponizej algorytm opiera si¢ na wlasciwosciach syndromu omoéwionych
poprzednio oraz na wilasciwosci cyklicznosci kodu. Umozliwia on korekcje maksymalnie
t przektaman w stowie odebranym i moze by¢ stosowany dla wszystkich kodoéw cyklicznych.

—>| Btad niekorygowalny |—»<Koniec)<

Rys. 7 Algorytm dekodowania korekcyjnego dla systematycznych kodéw cyklicznych
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Dzialanie pokazanego algorytmu dekodowania polega na przesuwaniu cyklicznym
stowa odebranego u# do momentu, gdy wszystkie przektamane bity znajda si¢ w czgsci
nadmiarowej. Wtedy waga Hamminga syndromu s nie przekroczy zdolnos$ci korekcyjnej kodu #
i mozna przyjaé, ze wektor bledow ™ przesunigtego cyklicznie stowa odebranego u™ jest
réwny biezacemu syndromowi. Nastgpnie nalezy przesuna¢ cyklicznie wektor bledow
0 i pozycji w prawo uzyskujac wektor bledow e reprezentujacy przektamania, ktére wystapity
podczas transmisji stowa kodowego. Obliczony w ten sposob wektor bledow dodaje sig
do stowa odebranego u, w wyniku czego otrzymuje si¢ skorygowane stowo kodowe c. Teraz
wystarczy zdekodowac informacje¢ m poprzez przesunigcie (niecykliczne) stowa kodowego ¢
o n — k pozycji w prawo.

Jezeli po n—1 przesunigciach cyklicznych slowa odebranego u nie uzyskamy
syndromu, ktorego waga Hamminga nie przekracza zdolnosci korekcyjnej kodu to znaczy,
ze wystapito zbyt duzo btedow lub ich roztozenie uniemozliwia korekcje¢ bledow za pomoca
takiego algorytmu. W takim wypadku urzadzenie dekodujace sygnalizuje btad niekorygowalny.

Na rysunku 7 przedstawiono algorytm przystosowany do koddéw systematycznych,
jednak moze on by¢ réwniez zastosowany do niesystematycznych kodow cyklicznych,
pod warunkiem, Ze zostanie zmieniony sposob obliczenia informacji m. W przypadku kodow
niesystematycznych wystarczy obliczy¢ wynik dzielenia wektora ¢ przez wektor generujacy g.

Ponizej przedstawiono przyktad dekodowania korekcyjnego dla bledow wprowa-
dzonych w przyktadzie 13.

Przyktad 18

Dekoder S)éstematycznego kodu cyklicznego (12, 3) oparte%o na wielomianie generujagcym
g(x)=x*+ x>+ x° + x* + x + 1 odebrat stowo u(x) = X" + x* + X° + X + X* + x.
Obliczy¢ metodg wielomianowg wektor btedu e(x), nadane stowo kodowe ¢(x) oraz nadany wielomian

informacyjny m(x). Odlegto$¢ minimalna kodu d = 6.

Obliczamy zdolno$¢ korekcyjng kodu t = int(%) =2

Obliczamy syndrom btedu sy(x) odpowiadajacy wielomianowi odebranemu u(x):

XX+ X+ x4 x+ 1 X"+ X+ X+ X+ X+ x
X11+X10+X7+X6+X3+X2
X10+X9+X7+X5+X3+X
X0+ + X0+ X+ 5%+ x
X'+ 4+ X

Jak wida¢, waga Hamminga syndromu btedu so(x) = x” + x° + x> + x* jest rowna 4, wiec przekracza
zdolnos¢ korekcyjng kodu. W takim wypadku nie mozna zatozyé, ze syndrom sy(x) reprezentuje
wektor btedu stowa odebranego u(x).

Przesuwamy cyklicznie stowo odebrane o jedng pozycie w lewo: u“(x)=x"+x" +x® + x>+ x* + 1,
a nastepnie obliczamy odpowiadajgcy mu syndrom s4(x).

XX+ X+ X+ x+ 1 XT+ X+ X+ X+ X+ 1
X+ X+ X+ P+ x
XX+ X+ x+1
9 8 5 4
X +x +x +x +x+1
Lex+x+ X

Jak wida¢, waga Hamminga syndromu btedu s;(x) = x* + x’ + x* + x* jest réwna 4, wiec przekracza
zdolnos¢ korekcyjng kodu. W takim wypadku nie mozna zatozyé, ze syndrom sy(x) reprezentuje
wektor btedu przesunietego cyklicznie stowa odebranego u(”)(x).
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Przesuwamy cyklicznie stowo odebrane o dwie pozycie w lewo: u™?(x) = x"" + x® + x" + x* + xX* + x,
a nastepnie obliczamy odpowiadajgcy mu syndrom S(x).

XX+ X+ X +x+ X"+ X+ X+ X+ X+ x
X11+X10+X7+X6+X3+X2
X4 +x% X+ P+ x
XP+ X+ X+ X+ X+ x
XX+ + X
XX+ x°+x"+x+1
x+1

Jak wida¢, waga Hamminga syndromu btedu s,(x) = x + 1 jest réwna 2, wiec nie przekracza zdolnosci
korekcyjnej kodu. W takim wypadku mozna zaiozyc ze syndrom S,(x) reprezentuje wektor btedu
przesunietego cyklicznie stowa odebranego ut (x) czyli e (x) x+1.

Obliczamy wektor btedu e(x) poprzez przesuniecie wektora e +2)(x) o dwie pozycje w prawo:
e(x)=x"+x"°
Obliczamy skorygowane stowo kodowe poprzez dodanie wektora bledéw e(x) do stowa odebranego u(x)
)= (X" +XHXCH X+ )+ (X HX ) =X+ P+ x

Obliczamy nadany wielomian informacyjny poprzez przesuniecie (niecykliczne) wielomianu c¢(x)
on-k(12 - 3 =9) pozycji w prawo:
m(x)=x+1

Jak wida¢, wektor bteddéw e(x), stowo kodowe c(x), oraz wielomian informacyjny m(x) odpowiadajg
odpowiednim danym z przykfadu 13.

W powyzszym przyktadzie obliczano syndrom wykorzystujac rachunek wielomianow.
Jak to pokazano wczesniej, syndrom mozna obliczy¢ uzywajac transponowanej macierzy
korekcyjnej. Ponizej przedstawiono przyklad dekodowania korekcyjnego dla danych z
przyktadu 16.

Przyktad 19

Dekoder systematycznego kodu cyklicznego odebrat stowo u = 101001100110.

Obliczy¢ metodg macierzowg wektor btedu e, nadane stowo kodowe c¢ oraz nadany wektor
informacyjny m. Odlegto$¢ minimalna kodu d = 6, macierz korekcyjna transponowana H' jest podana
ponize;.

OO ~0000CO0COO -~
OO ~~00 00000 -~0
O~ 0000000 ~0O0

QOO0 OOO A2
QOO0 O0OO0OO 000~
QOO0 O0OO0O~~000-—~0
QOO0 O0O~~000~0O0
OO0 0000 A~
20000000000~
L

Obliczamy zdolno$¢é korekcyjng kodu t = int( 21) 2
Na podstawie liczby wierszy podanej macierzy widac, ze n = 12.

Na podstawie liczby kolumn podanej macierzy wida¢, ze k=12 - 9 = 3.
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Obliczamy syndrom btedu s, odpowiadajacy wektorowi odebranemu u:

— 110011001 7]
40140101401
100110011
1-0-0-6-06-0-0-0-0-
0406000000

0

0

-~ O
o o
o o
o o

=[011001100]

o o
o -
o o
o o

So =[101001100110] -

%E

[eNe]
o o
o o
o o
[eNe]
[eNe]

o -
- O
o o

Jak wida¢, waga Hamminga syndromu btedu s, = 011001100 jest rowna 4, wiec przekracza zdolnosc¢
korekcyjng kodu. W takim wypadku nie mozna zatozy¢, ze syndrom s, reprezentuje wektor btedu
stowa odebranego u.

Przesuwamy cyklicznie stowo odebrane o jedna pozycje w lewo: u™™" =010011001101, a nastepnie
obliczamy odpowiadajgcy mu syndrom s;.

— 4110014004
101010101
+0-04+10-0-41
406000000

- O
[eNe]
[eNe]
[eNe]

000
000

[e» NN

0
s1=[010011001101] - 0 =[110011000]

%E

[eNe]

000
000

o o
[e» SN

000
100
0006000140
L. 000000001

Jak wida¢, waga Hamminga syndromu btedu s; = 110011000 jest réwna 4, wiec przekracza zdolno$é
korekcyjng kodu. W takim wypadku nie mozna zatozyé, ze syndrom s, reprezentuje wektor btedu
przesunietego cyklicznie stowa odebranego u®".

Przesuwamy cyklicznie stowo odebrane o dwie pozycje w lewo: u? =100110011010, a nastepnie
obliczamy odpowiadajgcy mu syndrom s..

— 110011001 7]
+0-1+0-101401
406440044

- O
[eNe]
[eNe]

000
000

[eNe]
[eNe]

1
0
001000000
$2=[100110011010] - | 50 01 00000 |=[000000011]

[eNe]

000
000

- O
[eNe]

00
00

O -

000600400
000000010
L 000000004

Jak widaé, waga Hamminga syndromu btedu s, = 000000011 jest rowna 2, wiec nie przekracza
zdolnosci korekcyjnej kodu. W takim wypadku mozna zanzk/c ze syndrom s, reprezentuje wektor
btedu przesunietego cyklicznie stowa odebranego u® czyl| e~ =000000000011.
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Obliczamy wektor btedu e poprzez przesuniecie wektora e*? o dwie pozycje w prawo:
e = 110000000000
Obliczamy skorygowane stowo kodowe poprzez dodanie wektora btedéw e do stowa odebranego u

¢ = 110000000000
+ 101001100110
= 011001100110

Obliczamy nadany wektor informacyjny m poprzez przesuniecie (niecykliczne) wektora kodowego ¢
on-k(12 -3 =9) pozycji w prawo:
m =011

Jak wida¢, wektor btedéw e, stowo kodowe ¢, oraz wielomian informacyjny m odpowiadajg odpowiednim
danym z przyktadu 16.
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8 Test nr 3 — zadania

1.

Dana jest macierz generujaca G pewien systematyczny kod liniowy. Oblicz macierz
korekcyjna transponowana dla tego kodu, podaj dlugos¢ stowa kodowego oraz dlugos¢
stowa informacyjnego.

Rozwigzanie zadania podano w przyktadzie 17.

Za prawidlowq i kompletng odpowiedz, za zadanie zostanq przyznane 2 pkt.

Dane jest stowo odebrane u(x) =x'" + x” + x° +x” + x” + x przez dekoder systematycznego
kodu cyklicznego o dtugosci 12. Odleglos¢ minimalna kodu wynosi 6, wielomian
generujacy kod g(x)=x"+x"+x"+x*+x+1. Oblicz wektor bledu, nadane stowo
kodowe oraz nadana informacj¢. Wyniki poda¢ w postaci wielomianowe;.

Rozwigzanie zadania podano w przyktadzie 18.

W tescie nalezy podacé wszystkie syndromy uzyte w trakcie obliczen, wektor bledu, nadane stowo kodowe,
oraz nadangq informacje. Syndromy bedq uwzgledniane w punktacji pod warunkiem, ze co najmniej jeden
z nich bedzie mial wage Hamminga nieprzekraczajqcq zdolnosci korekcyjnej kodu

Za prawidiowq i kompletnq odpowiedz, za zadanie zostanie przyznanych 7 pkt.,

za prawidiowe: wszystkie syndromy uzyte w trakcie obliczen, wektor bledu i nadane stowo kodowe,

za zadanie zostanie przyznanych 5 pkt.,

za prawidiowe: wszystkie syndromy uzyte w trakcie obliczen i wektor bledu, za zadanie zostanq przyznane 4 pkt.,
za prawidiowe: wszystkie syndromy uzyte w trakcie obliczen, za zadanie zostanq przyznane 3 pkt.

Dane jest stowo odebrane u(x) =x'' +x” +x° + x° + x* + x przez dekoder systematycznego
kodu cyklicznego. Macierz korekcyjna transponowana H' jest podana ponizej, odlegtosé
minimalna kodu wynosi d = 6. Oblicz wektor btedu, nadane stowo kodowe oraz nadana
informacje¢. Wyniki poda¢ w postaci wielomianowe;.

Rozwigzanie zadania podano w przyktadzie 19.

W tescie nalezy podacé wszystkie syndromy uzyte w trakcie obliczen, wektor bledu, nadane stowo kodowe,
oraz nadangq informacje. Syndromy bedq uwzgledniane w punktacji pod warunkiem, ze co najmniej jeden
z nich bedzie mial wage Hamminga nieprzekraczajqcq zdolnosci korekcyjnej kodu

Za prawidiowq i kompletnq odpowiedz, za zadanie zostanie przyznanych 7 pkt.,

za prawidlowe: wszystkie syndromy uzyte w trakcie obliczen, wektor bledu i nadane stowo kodowe,

za zadanie zostanie przyznanych 5 pkt.,

za prawidiowe: wszystkie syndromy uzyte w trakcie obliczen i wektor bledu, za zadanie zostanq przyznane 4 pkt.,
za prawidiowe: wszystkie syndromy uzyte w trakcie obliczen, za zadanie zostanq przyznane 3 pkt.

Tabela 5 Punktacja zadan testu nr 3

Numer Maksymalna
zadania | liczba punktéw

1 2
2 7
3 7
Suma 16
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