MATEMATYKA ELEMENTARNA

Lista 1

1. Poréwnaj:

a) 0,27310,2729 b) -1,371-1,369 ¢) 713,14 d) Zir ) 1+ i /3

2. Zamien na utamek dziesietny:

a)%v b)%v C)%d)_% 6)11—6

3. Zamien na ulamek zwykty:

a) 1,3, b) 0,(3) ¢)1,(3) d)0,(23) e)0,0(13) f) 1,(314)

4. Poréwnayj:
a) 0,(3) oraz 0,(29) b) 0,(14) oraz %
e) 0,(21) oraz 0, (210) f) /2 oraz 1, (41)

c) 0,(3) oraz % d) 0,(9) oraz 1

5. Wskaz jakakolwiek liczbe pomiedzy:

a) 0,1998 20,1999 b) L a il ¢) V7Ta V8 d) —v2a —V3

6. Usun niewymiernos¢ z mianownika:

a) 1 b) 2+3
243 T 14+V3+V5
7. Poréwnaj:
a) 14+vV2 oraz ; b) L oraz V3 -1
V2 -1 V2

c) 2—-V5 oraz V2-3 d) 2 2+3 oraz \/5(\/§—|—1)

8. Zapisz jako potege dwajki:

a) 1024 b) 0,5 c) V2 d) V4 e) 2y/2V2

9. Zapisz jako potege:

2) V27 b) (L7 ©) V5 V1T

10. Zapisz przy uzyciu pierwiastkow:
1

a) 35 b) 273 ¢) 57 d) 2745



Lista 2

1. Znajdz dziedzine okreslonosci dla ponizszych wyrazen:

a) fztll b) m c)vr+2+vV2—=z

2. Przedstaw na plaszczyznie dziedzine ponizszych wyrazen:

a) \/1_3’;2_y2 b) 1/x+y C) xziyz

3. Sprawdz tozsamosci:
a) 3+ yd = (v +y)(2? — 2y +y?) b) a? +y? + 22+ 20y + 2yz + 222 =
(x+y+2)°

4. Na jakim zbiorze zachodza réwnosci?

a)Val=ux b) |z —1l=1—=z c)logz?=2logx

5. Czy ponizsze pary réwnan sa rownowazne?

a)x2—|—4x—|—4:O oraz 3x+6=0 b)x2:1 oraz x:%

6. Rozwiaz rownania:

a)ver+l=x b)Ve—-1=1-—2z ¢ x(l}_l):ﬁ

7. Czy ponizsze pary nierownosci sa rownowazne?
a)a?>1lorazax>1 b) =2z +1>0o0raz 4 —1<3

c) |z| < 2 oraz 2? < 4 d) ma > m orazr > 1

8. Czy ponizsze pary warunkow sa réownowazne?

2 _ .2 _ _ 2 _ .2 _ 2 _ .2 _
a) * Y 3 oraz { 2 b) * Y oraz { Y
r+y=3 y=1 r—y =

9. Rozwiaz uktady:



Lista 3

1. Zapisz bez uzycia symbolu wartosci bezwzgledne;j:

a) 7 — 4] b) [a+1] ) a? + 3]

2. Rozwiaz roéwnania:

a) lr+2|=2x4+1b) lz+1|=22c—-1|¢) |z =1+ |z + 1| =22

3. Rozwiaz nieréwnosci:

a) [t —1|<3b) |3z +2|<2c¢)|x=3]>2d)2?-1] <3

4. Naszkicuj wykresy funkcji:
a)y=lr+1+]r—1b) y=lz+1|+ [z +2[+[22 =3[ c) y = |2* — 4

5. 7 zaleznosci (p + 1=)(V — b) = kT wyraz parametr a jako funkcje
pozostatych wielkoSci.

6. Oblicz f(=2), f(2t), f(x+1) f(2?), (f(x))? dla funkcji danej wzorem

f(x) = |z| + 2. To samo dla funkcji danej wzorem

—2% dla <0
f(x)—{ 22 dla x>0

7. Znajdz dziedzine funkcji:

a)y:x21_2b)y:\/f—l—\/Q—xC)y:Si}lx

8. Znajdz zbiér wartosci funkc;ji:
!
a)y=5=1.b)y=z[+|v+2|c) y = 5[2a]
9. Zbadaj parzystos¢ funkcji:
a)y=a*+ab)y=at+2?+1c)y=2*+ard) y=a*+ 2

10. Wskaz przedzialy monotonicznosci dla funkcji:
a)y=a’—1b)y=—5 c)y=lr+1+u




Lista 4

1. Naszkicuj wykres funkcji y = 222, Przeksztal¢ wykres tak, aby otrzy-
mac¢ wykres funkcji:

a)y=2a2+1, b)y=2(x+1)% ¢)y=222+4x

2. Rozwiaz réwnania i nieréwnosci:

a) 22— 140 +49=0 b) 4272 —8x =0 c) < d) 2 —=3r+2>0

3. Rozwiaz réwnania 7z parametrem m:

a) xQ—Q(m—l)x—l—Qm—l—leb) (m—Q)xQ—mx—l—m:O

4. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 322 4+ 122 = m ma dwa
rozne pierwiastki jednakowych znakow?

5. Wykonaj dzielenie wielomianow:

a) (P +a+1):(x=2)b) (2t +22+1): (2P +a+1) o) (@P=1): (x=1)

6. Odgadujac pierwiastki wielomianu w(x) znajdz jego rozktad na czyn-
niki oraz rozwiaz réwnanie w(z) = 0:

a) 23— 62243 +10 b) 23 —13r—12 c) 2?42t —102% — 2222+ 210+ 30

7. Roztéz na czynniki:

a) 1624 — 1 b) 2723 + 8 c) 4% — 822+ 31 — 6 d) 9% + 1222 + 62 + 1

8. Rozwiaz nieréwnosci:
a) (r —2)2(r =12z >0 b)at—aP+2r-1<0c¢)1<a®

9. Rozwiaz réwnania:

2 T 2 x4+ 1
:L‘—I—l—l_xQ—l oraz ) x—1 o x—1

a)

10. Rozwiaz nieréwnosci:

2 6 2 _5x 412
< — oraz b) x2 v
x—1 €T x—4x+5

a) 1+



Lista 5

1. Oblicz granice f(x) przy @ — 400 oraz przy @ — —oo dla funkcji

danej wzorem:

3, .2 3
2 b -3 —— d
&) @ + 20, )@ v 9 2% —x 42’ )x4—|—1
2 ?
e)— — : fy Va2 o +4—Val+a+1
z 4+1 x4+1
2. Oblicz granice:
3 2 3
. 9 . x°—1 . x“ =9 . x’ — 27
@) lim(a” —w+1), b) lim = o) fims7—=, ) lim ==
: x—2 sin 3 1 3
o lim T Dim—— e hmlms -y
3. Oblicz granice (jednostronne, niewtasciwe itp.):
2
: .ot 41 , 1
@) fyseule =2) D) fit o T

4. Znajdz asymptoty wykresu funkc;ji:

20 + 2 2% — 1
a) f(x):x3—|—2x2—|—x b) g(x) = 2 _ 9

5. Nie korzystajac z pochodnych naszkicuj przyblizony wykres funkc;ji:

Q) flo) =a*=x ) gla) = 17—



Lista 6

1. Korzystajac z definicji oblicz pochodne ( o ile istnieja!) funkcji f we
wskazanym punkcie xg:

a) f(e) = 20541, 2y = —1 mf@y:%,m:5<gﬂ@:qﬁbm:o

2. Korzystajac z definicji wyprowadz wzér na pochodna funkcji f(x):

L c) V2zr—1

1—|—ZL‘2

a) 2® — 3 b)

3. Oblicz pochodne funkcji:

1 1
a) 5x4—§x2+3 by + = ¢) (P + a4+ 1)Vr

X

1 2
(nTi§$ﬁ§@(ﬁ—1ff)wﬁ+x+1
— X x

4. Zbadaj rozniczkowalnos¢ funkeji:

a) fo) =] =2 Db) 2" +1

5. ZnajdZ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = 22° w punkcie

(1,2).
6. Zbadaj monotonicznosc funkcji f(x) danej wzorem:

x3—|—x

a) ZL‘5_|_ZL‘, b)m

7. W jakich punktach osiaga ekstremum funkcja:

ZL‘2

a) f(x) =x(x+1)° b) g(x) = P ) h(z) =22° —32° — 122 4+ 5




Lista 7
1. Zbadaj funkcje f(x) = 2* — 62% + 16.

2. Zbadaj funkcje

3. Zbadaj funkcje
flz) = 2v3 = 2.

4. Znajdz najmniejsza 1 najwieksza wartos¢ podanej funkcji
w przedziale [—2, 1].

a) flx) = =22+ —1 b)g(x) =32" +42° +1

5. Znajdz najmniejsza i najwicksza wartoé¢ funkcji f(x) = o + |22 — 1]
w przedziale [—1, 4].
6. Dobierz wartos¢ parametru m tak, aby funkcja
2L glar=0
flo)y=1 27+1 7
m dla x #£0

byta ciagta na catej prostej?



Lista 8

1. Oblicz warto$ci nastepujacych wyrazen: a) ctg 27 b) tg ?W c) sin 12—771

2. Rozwiaz réwnania: a) tg(z + %) = @ b) sin 3z = _§

4. Oblicz wartosci pozostatych funkeji trygonometrycznych kata o wie-

dzac, ze: a) COS (v = % oraz %W < a < 27. b) ctga = —% oraz %W < a < 27.

5. Wyraz funkcje cos 3a oraz sin 4o przy pomocy funkcji trygonometrycz-
nych kata a.

@

6. Wyraz sin §

oraz cos g Przy pomocy cosa, wiedzac, ze m < o < 2.
7. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych dla o = 75° oraz o = 72°
8. Wykaz tozsamosci:

cost ar — sin* v = cos 2av

2 2

sin? asin? 3 + sin? avcos? f + cos’ v = 1
9. Wyprowadz wzér cosa + cos 3 = 2 cos QQﬁ cos QQ;B

10. Oblicz wartosci wyrazen:

sin 225° cos 120° tg 330° ctg 240°,

sin 18° cos 36°.
11. Upros¢ wyrazenie
3
tgf(?7T —a)tg(r + a) — Cos(g) sin(m 4 «)

12. Rozwiaz réwnania:
ctgx -cosx +1=cosx +ctga

sinx + \/§COSZL‘ =0



Lista 9

1. Rozwiaz réwnania:

a) (%)x—l — 929: b) 2T 421‘ . 831‘ — 128

c) (37)% . (81%)* = 9¥+ ) 5* —25.57" =24 e) 9¥-3 4" =0

2. Rozwiaz nieréwnosci:
a) 2x+2 _ 21‘—1—1 + 21‘—1 _ 2x—2 S 0 b) 2 4 21—l‘ <3 C) 321‘—1 _ 31‘—1 2 2

3. Ktore z ponizszych funkcji sa rosnace, a ktore malejace?
y=(b)r y=27 y=3".47 y=-21)

4. Oblicz nastepujace logarytmy:
log, 4, logy 81, log _5%, log; /3, log% V2, 1ogy, 729

5. Oblicz:
logg 2 4 logg 3, logs 2 — logg %, log 512 —log 54

6. Oblicz:
a) logg 9, jezeli log, 18 = a,
b) loggy 15, jezeli log 7525 = a

7. Rozwiaz réwnania:

a) logy(x — 2) 4+ logy(12 + ) = 3 4 log, 3 + log, 5
b) logg(a? + 42+ 1) =1

c) 12logg x + 12logg x 4+ 121log 27z = 11

8. Rozwiaz nieréwnosci:
a) log1 a + QIOg%(fL‘ —-1) < log1 6
b) (logyox)* + 3logg v > 4

9. Okrest typ monotonicznosci ponizszych funkcji:
y=logia, y=1logyy, y=loglzl

10. Naszkicuj wykresy funkcji:
Yy= 10_$7 Yy= 27 .3—1‘7 Yy= long—l_ 17 Yy = 10%10334‘ 17

11. ZnajdZ funkcje odwrotng do: a) y = 1+ 273, b) y = 2logs x — 3.



Lista 10

1. W ciagu arytmetycznym dane sa ag = 1 oraz a9 = —26. Znajdz a,r
oraz Sis.

2. W ciagu arytmetycznym dane sa r = 3 oraz Sis = 221. Znajdz a;.

3. Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego réowna jest 56.
Zmajdz n wiedzac , ze a; = —4 oraz r = 4.

4. Suma siedmiu poczatkowych wyrazéw pewnego ciggu arytmetycznego
rowna jest —49, a trzech koncowych —165. Znajdz dtugosé ciagu i jego
roznice, wiedzac, ze a; = 2.

5. W ciagu geometrycznym jest ag = 48, ag = 3072. Znajdz a, oraz q.

6. W ciggu geometrycznym dane sa ¢ = % oraz, S7 = %. Znajdz a;.
7. W ciagu geometrycznym dane sg a; = —48,¢ = 2 oraz S, = —1533.
Zmajdz n.

8. Znajdz tréjwyrazowy ciag geometryczny wiedzac, ze suma jego wyra-
76w réwna jest 3, a iloczyn réwny jest —8.

9. Suma pierwszego, czwartego i szostego wyrazu ciagu arytmetycznego
wynosi 18, a ich iloczyn rowny jest -168. Znajd7 pierwszy wyraz i rdznice.

10. W 10-wyrazowym ciggu arytmetycznym suma wyrazow o numerach
parzystych wynosi 25, a suma wyrazow o numerach nieparzystych wynosi
10. Znajdz wyraz siodmy.

11. Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny wynosi 3, a suma
ich kwadratow 21. Znajdz te liczby.

12. Siédmy wyraz ciggu geometrycznego rowna jest 2. Znajdz iloczyn
trzynastu poczatkowych wyrazdéw.



Lista 11

1. Znajdz pierwsze 6 wyrazow oraz wyraz ogolny kazdego z nastepujacych
ciagow:

a) ciag parzystych liczb naturalnych nie dzielacych sie przez 4;

b) ciag nieparzystych liczb naturalnych podzielnych przez 3;

c) ciag liczb naturalnych dajacych reszte 3 przy dzieleniu przez 5.
Przyjmijmy, ze liczby naturalne liczymy od 1.

2. Uzasadnij, ze ciag dany ponizszym wzorem jest monotoniczny:

a, =7 — 3n,bn_9n—10n+199999,cn_2;}—j§d_3n on

3. Uzasadnij, ze zaden z ponizszych ciagéw nie jest monotoniczny:

an, Hb—Sn—17n+1

4. Ktore z ponizszych ciagdw maja wyraz najwiekszy lub najmniejszy?

n=14+9n —2n2 b, —m,cn—n—17n—|—21

dn:n(n—l)(n—Q)( —3)

5. Ktére z pOl’liZSZ{fCh ciagoéw sa ograniczone?

a, +3—5n, b, ,Cp = (=1)"-n?

6. Czy liczby 463 oraz 876 sa wyrazami ciggu o wyrazie ogdélnym a, =
2n? — 11n 4 4427

7. Dla ktorych wyrazéw ciagu a, = 3712—?_5 zachodzi nieréwnosca, < %?

2 0 om
8. Oblicz granice ciggéw: a) a, = nT—I_nh—l_l, b) by, = 2 2;3
n°—mn
— 2 — — 1 2 n —1
c)co=(Vnltn—n)d) dy =Ly g a7y + o+ )
9. Znajdz granice ciggu a, = 1+447+ - + (3n — 2)-
n

10. Zamien na utamek zwykty: 0,(4); 0,(37); 2,(31); 2,3(11).

11. Dane sa suma S nieskonczonego ciaggu geometrycznego ai, as, as. . .
oraz jego iloraz q. Znajdz sume a; 4+ a4 + a7+ - -



Lista 12

1. Niech punkt O b@lee srodklem osmlokadta foremnego ABCDEFGH.
WykonaJ dmaiama AF + CB AG AO + AC
AB—I—CD—I—EF—I—GH OB+ OD +OF + OH.

2 Dane sg punkty A(2,1),B(1,1),C(4,3). Znajdz wspélrzedne wektora
= —3A4B + 2AC.

3. Punkty B(1,1),C(2,—1),D(3,4) sa kolejnymi wierzchotkami réwno-
legloboku ABC'D. Znajdz wspotrzedne wierzchotka A oraz dtugos¢ prze-
katnej AC.

4. Punkt T dzieli odcinek AB w stosunku 2 : 1. Wyprowadz wzér na
wspotrzedne punktu 7" w zaleznosci od wspotrzednych A oraz B.

5. Dane sa wierzchotki A(2,4) , B(6,6) réwnolegtoboku ABCD oraz
punkt przeciecia przekatnych S(5,7). Czy réwnolegtobok ten jest rom-
bem?

6. Niech I, L, M beda srodkami bokéw trojkata ABC. Wykaz, ze srodki
ciezkosci trojkatow ABC oraz K LM pokrywaja sie.

7. Przyjmujac, ze bok osmiokata foremnego z zad.1 ma dlugos¢ 1 oblicz

nastepujace iloczyny skalarne: A0 o O_D, AE o O_D, AD o AG.

8. Oblicz (i + ¥+ @)? wiedzac, ze wektory i, ¢ sa wzajemnie prostopadie
i maja dlugos¢ 2, natomiast wektor @ tworzy z kazdym z nich kat 135° i

ma dlugosé 2v/2.

9. W rownolegtoboku ABC'D dane sa dlugosci bokéw sasiednich AB = 3
oraz AD = 2 oraz kat pomiedzy nimi o = 120°. Znajdz dtugos¢ przekat-
nej AC.

10. Dane sa wierzcholki sasiednie A(1,2) oraz B(5,5) kwadratu ABCD.
Znajdz wspotrzedne pozostatych wierzchotkéw przy zalo/eniu, ze wierz-
chotki numerowane sa przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.



Lista 13
1. Dany jest tréjkat ABC' o wierzchotkach A(1,2), B(3,1) oraz C(7,11).

Znajdz réwnanie prostej zawierajacej srodkowa BL.
2. Znajdz réwnanie symetralnej odcinka AB dla A(1,2) oraz B(3,4).

3. Znajdz kat pomiedzy prostymi: a) y = —2x + 3 oraz y = 3x + 5, b)
yzx—l—Qorazyz@x—l—l.

4. Znajdz réwnanie ogdlne prostej przechodzacej przez punkty P(1,1)
oraz Q(3,—1).

5. W tréjkacie o wierzchotkach A(—2,-3), B(—1,2) oraz C'(4,1) znajdz

spodek wysokosci opuszczonej z punktu B.

6. Znajdz odleglos¢ poczatku uktadu wspoétrzednych od proste;j
x+2y+3=0.

7. Znajdz odlegtos¢ prostych 3z —y+2=0oraz —-3x+y —2=0.

8. Znajdz pole tréjkata ABC o wierzchotkach A(1,—2), B(—2,3) oraz
C(5,4).

9. Znajdz réwnanie okregu o srodku w punkcie O(1,3), wiedzac, ze po-
czatek uktadu wspétrzednych lezy na tym okregu.

10. Znajdz réwnanie okregu stycznego do osi OX uktadu, o srodku w
punkcie O(2,3) . W jakich punktach okrag ten przecina os OY?

11. ZnajdZ promiefi i $rodek okregu 22 + 4x + y?> — 6y + 6 = 0.

12. Znajdz réwnanie stycznej poprowadzonej z punktu P(0, 3) do okregu
(v 4+ 2)? + y* = 4.



Lista 14

1. Dla jakiego kata ostrego « tréjkat prostokatny o zadanej przeciwpro-
stokatnej ¢ = 10 ma najwieksze pole?

2. Znajdz maksymalne pole tréjkata, w ktérym suma podstawy i wyso-
kosci opuszczonej na te podstawe réowna jest L7

3. W trojkat rownoramienny, ktorego kat przy wierzchotku réwna sie
120°, a podstawa |AB| = 8 wpisano prostokat o mozliwie najwiekszym
polu tak, ze bok prostokata lezy na podstawie. Znajdz pole tego prosto-
kata.

4. Dla jakiego kata o w rombie o boku zadanej dtugosci, suma dlugosci
przekatnych jest najwicksza?

5. Znajdz wymiary tego sposrdd prostopadtoscianow o podstawie kwadra-
towej wpisanych w kule o promieniu R, ktory ma najwieksza powierzchnie
boczna.

6. Znajdz najwicksza powierzchnie boczna, jaka moze mie¢ stozek wpi-
sany w kule promieniu R.

7. Znajdz najmniejsza mozliwa objetos¢ stozka opisanego na walcu o
promieniu podstawy r = 2 oraz wysokosci H = 1.

8. Jaka najwieksza objetos¢ moze miec stozek o zadanej tworzacej [.



