
MATEMATYKA ELEMENTARNA

Lista 1

1. Porównaj:
a) 0,273 i 0,2729 b) -1,37 i -1,369 c) � i 3,14 d) 22

7
i � e) 1 +

p
2
2
i
p
3

2. Zamie« na uªamek dziesi¦tny:
a) 1

7
, b) 2

9
, c) 2

13
d) � 3

11
e) 1

16

3. Zamie« na uªamek zwykªy:
a) 1; 3, b) 0; (3) c) 1; (3) d) 0; (23) e) 0; 0(13) f) 1; (314)

4. Porównaj:
a) 0; (3) oraz 0; (29) b) 0; (14) oraz 1

7 c) 0; (3) oraz 1
3 d) 0; (9) oraz 1

e) 0; (21) oraz 0; (210) f)
p
2 oraz 1; (41)

5. Wska» jak¡kolwiek liczb¦ pomi¦dzy:
a) 0,1998 a 0,1999 b) 10

7 a 17
12 c)

p
7 a

p
8 d) �p2 a �p3

6. Usu« niewymierno±¢ z mianownika:

a) 1
2 +

p
3
, b) 2 +

p
3

1 +
p
3 +

p
5

7. Porównaj:

a) 1 +
p
2 oraz

1p
2 � 1

b)
1p
2

oraz
p
3� 1

c) 2�
p
5 oraz

p
2�

p
3 d) 2

q
2 +

p
3 oraz

p
2(
p
3 + 1)

8. Zapisz jako pot¦g¦ dwójki:

a) 1024 b) 0,5 c)
p
2 d) 3

p
4 e) 2

q
2
p
2

9. Zapisz jako pot¦g¦:
a) 4
p
27 b) 3

q
(15)

2 c) 3
p
5 � p125

10. Zapisz przy u»yciu pierwiastków:
a) 3

2

3 b) 2�
1

3 c) 5
1

4 d) 2
1

2 � 41

3



Lista 2

1. Znajd¹ dziedzin¦ okre±lono±ci dla poni»szych wyra»e«:
a) x+1

x2�1 b) 1
x2�3x+2 c)

p
x + 2 +

p
2 � x

2. Przedstaw na pªaszczy»nie dziedzin¦ poni»szych wyra»e«:
a)
p
1� x2 � y2 b)

p
x + y c) 1

x2�y2

3. Sprawd¹ to»samo±ci:
a) x3 + y3 = (x + y)(x2 � xy + y2) b) x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz =
(x + y + z)2

4. Na jakim zbiorze zachodz¡ równo±ci?
a)
p
x2 = x b) jx� 1j = 1� x c) logx2 = 2 logx

5. Czy poni»sze pary równa« s¡ równowa»ne?
a) x2 + 4x + 4 = 0 oraz 3x + 6 = 0 b) x2 = 1 oraz x = 1

x

6. Rozwi¡» równania:
a)
p
x + 1 = x b)

p
x � 1 = 1� x c) 1

x(x�1) =
1

1�x

7. Czy poni»sze pary nierówno±ci s¡ równowa»ne?
a) x2 > 1 oraz x > 1 b) �2x+ 1 > 0 oraz 4x � 1 < 3

c) jxj < 2 oraz x2 < 4 d) mx > m orazx > 1

8. Czy poni»sze pary warunków s¡ równowa»ne?

a)

8<
:
x2 � y2 = 3
x + y = 3

oraz

8<
:
x = 2
y = 1

b)

8<
:
x2 � y2 = 3
x � y = 1

oraz

8<
:
x2 � y2 = 3
x + y = 3

9. Rozwi¡» ukªady:

a)

8<
:
x2 + y2 = 25
x � y = 1

b)

8<
:
x2 + y2 = 5
x2 + y = 3

c)

8<
:

1
x
+ 1

y
= 2

xy = 3



Lista 3

1. Zapisz bez u»ycia symbolu warto±ci bezwzgl¦dnej:
a) j� � 4j b) ja+ 1j c) ja2 + 3j
2. Rozwi¡» równania:
a) jx+ 2j = 2x + 1 b) jx+ 1j = j2x� 1j c) jx� 1j+ jx+ 1j = 2x

3. Rozwi¡» nierówno±ci:
a) jx� 1j < 3 b) j3x+ 2j � 2 c) jx� 3j > 2 d) x2 � 1j < 3

4. Naszkicuj wykresy funkcji:
a) y = jx+ 1j+ jx� 1j b) y = jx+ 1j+ jx+ 2j+ j2x� 3j c) y = jx2 � 4j
5. Z zale»no±ci (p + a

V 2 )(V � b) = kT wyra¹ parametr a jako funkcj¦
pozostaªych wielko±ci.

6. Oblicz f(�2); f(2t); f(x+1) f(x2); (f(x))2 dla funkcji danej wzorem
f(x) = jxj+ 2. To samo dla funkcji danej wzorem

f(x) =

8<
:
�x2 dla x � 0
x2 dla x > 0

7. Znajd¹ dziedzin¦ funkcji:
a) y = 1

x2 � 2
b) y =

p
x+

p
2� x c) y = 1

sinx

8. Znajd¹ zbiór warto±ci funkcji:

a) y = !
x � 1, b) y = jxj+ jx+ 2j c) y = 1

2[2x]

9. Zbadaj parzysto±¢ funkcji:
a) y = x2 + x b) y = x4 + x2 + 1 c) y = x3 + x d) y = x2 +

p
x

10. Wska» przedziaªy monotoniczno±ci dla funkcji:
a) y = x2 � 1 b) y = 1

x� 2 c) y = jx+ 1j+ x



Lista 4

1. Naszkicuj wykres funkcji y = 2x2. Przeksztaª¢ wykres tak, aby otrzy-
ma¢ wykres funkcji:
a) y = 2x2 + 1, b) y = 2(x + 1)2, c) y = 2x2 + 4x

2. Rozwi¡» równania i nierówno±ci:
a) x2 � 14x + 49 = 0 b) 4x2 � 8x = 0 c) x2 < x d) x2 � 3x + 2 > 0

3. Rozwi¡» równania z parametrem m:
a) x2 � 2(m � 1)x + 2m + 1 = 0 b) (m � 2)x2 �mx +m = 0

4. Dla jakich warto±ci parametru m równanie 3x2 + 12x = m ma dwa
ró»ne pierwiastki jednakowych znaków?

5. Wykonaj dzielenie wielomianów:
a) (x3+x+1) : (x� 2) b) (x4+x2+1) : (x2+x+1) c) (x5� 1) : (x� 1)

6. Odgaduj¡c pierwiastki wielomianu w(x) znajd¹ jego rozkªad na czyn-
niki oraz rozwi¡» równanie w(x) = 0:
a) x3�6x2+3x+10 b) x3�13x�12 c) x5+4x4�10x3�22x2+21x+30

7. Rozªó» na czynniki:
a) 16x4 � 1 b) 27x3 + 8 c) 4x3 � 8x2 + 3x � 6 d) 9x3 + 12x2 + 6x + 1

8. Rozwi¡» nierówno±ci:
a) (x � 2)2(x� 1)2x � 0 b) x4 � x3 + x � 1 < 0 c) 1 < x8

9. Rozwi¡» równania:

a)
2

x + 1
+

x

x2 � 1
= 1 oraz b)

2

x� 1
+ x =

x+ 1

x� 1

10. Rozwi¡» nierówno±ci:

a) 1 +
2

x� 1
� 6

x
oraz b)

x2 � 5x + 12

x2 � 4x+ 5
> 3



Lista 5

1. Oblicz granice f(x) przy x ! +1 oraz przy x ! �1 dla funkcji
danej wzorem:

a) x4 + 2x3; b) x5 � 3x4; c)
x3 + x2 � 1

2x2 � x+ 2
; d)

x3 � x

x4 + 1

e)
x3

x2 + 1
� x2

x + 1
: f)

p
x2 + x+ 4�

p
x2 + x+ 1

2. Oblicz granice:

a) lim
x!3

(x2 � x+ 1); b) lim
x!2

x3 � 1

x + 1
; c) lim

x!�
3
x2 � 9

x + 3
; d) lim

x!3

x3 � 27

x� 3
;

e) lim
x!4

p
x � 2

x � 4
; f) lim

x!0

sin 3x

x
; g) lim

x!�
1(

1

x + 1
� 3

1 + x3
)

3. Oblicz granice (jednostronne, niewªa±ciwe itp.):

a) lim
x!2

sgn(x � 2) b) lim
x!1

x2 + 1

x � 1
c) lim

x!1

1

jx� 1j

4. Znajd¹ asymptoty wykresu funkcji:

a) f(x) =
2x2 + 2

x3 + 2x2 + x
b) g(x) =

jx2 � 1j
x2 � 2

5. Nie korzystaj¡c z pochodnych naszkicuj przybli»ony wykres funkcji:

a) f(x) = x3 � x b) g(x) =
1

1 + x2



Lista 6

1. Korzystaj¡c z de�nicji oblicz pochodne ( o ile istniej¡!) funkcji f we
wskazanym punkcie x0:

a) f(x) = 2x3+1; x0 = �1 b) f(x) =
3

x2
; x0 = 5 c) f(x) = jx3j; x0 = 0

2. Korzystajac z de�nicji wyprowad¹ wzór na pochodn¡ funkcji f(x):

a) x3 � 3x b)
1

1 + x2
c)
p
2x� 1

3. Oblicz pochodne funkcji:

a) 5x4 � 1

2
x2 + 3 b) x�3 +

1

x
c) (x5 + x + 1)

p
x

d)
1 + x+ x2

1� x+ x2
e) (x2 � 1)5 f)

p
x3 + x+ 1

4. Zbadaj ró»niczkowalno±¢ funkcji:

a) f(x) = jx� 2j b) jx2j+ 1

5. Znajd¹ równanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = 2x3 w punkcie
(1,2).

6. Zbadaj monotonicznosc funkcji f(x) danej wzorem:

a) x5 + x; b)
x3 + x

x3 � x+ 1

7. W jakich punktach osi¡ga ekstremum funkcja:

a) f(x) = x(x + 1)3 b) g(x) =
x2

x� 2
c) h(x) = 2x3 � 3x2 � 12x+ 5



Lista 7

1. Zbadaj funkcj¦ f(x) = x3 � 6x2 + 16:

2. Zbadaj funkcj¦

f(x) =
2x2

1� x2
:

3. Zbadaj funkcj¦
f(x) = x

p
3 � 2x:

4. Znajd¹ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ podanej funkcji
w przedziale [�2; 1]:

a) f(x) = �2x2 + x� 1 b)g(x) = 3x4 + 4x3 + 1

5. Znajd¹ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji f(x) = x+ jx2 � 1j
w przedziale [�1; 4]:
6. Dobierz warto±¢ parametru m tak, aby funkcja

f(x) =

8><
>:

x + 1
x2 + 1

dla x = 0

m dla x 6= 0

byªa ci¡gªa na caªej prostej?



Lista 8

1. Oblicz warto±ci nast¦puj¡cych wyra»e«: a) ctg 3
4� b) tg 29

3 � c) sin 127
6 �

2. Rozwi¡» równania: a) tg(x + �
3 ) =

p
3
3 b) sin 3x = �

p
3
2

4. Oblicz warto±ci pozostaªych funkcji trygonometrycznych k¡ta � wie-
dz¡c, »e: a) cos� = 1

4
oraz 3

2
� < � < 2�: b) ctg� = �1

2
oraz 3

2
� < � < 2�:

5.Wyra¹ funkcje cos 3� oraz sin 4� przy pomocy funkcji trygonometrycz-
nych k¡ta �:

6. Wyra¹ sin �
2 oraz cos �

2 przy pomocy cos�; wiedz¡c, »e � < � < 2�:

7. Oblicz warto±ci funkcji trygonometrycznych dla � = 75� oraz � = 72�

8. Wyka» to»samo±ci:

cos4� � sin4 � = cos 2�

sin2 � sin2 � + sin2 � cos2 � + cos2 � = 1

9. Wyprowad¹ wzór cos� + cos� = 2 cos �+�
2 cos ���

2 :

10. Oblicz warto±ci wyra»e«:

sin 225� cos 120� tg 330� ctg 240�;

sin 18� cos 36�:

11. Upro±¢ wyra»enie

tg(
3�

2
� �) tg(� + �) � cos(

�

2
) sin(� + �)

12. Rozwia» równania:

ctgx � cosx+ 1 = cosx+ ctgx

sinx+
p
3 cosx = 0



Lista 9

1. Rozwi¡» równania:
a) (13)

x�1 = 92x b) 2x � 42x � 83x = 128

c) (3x)2x � (81x)x = 9x
2+4 d) 5x � 25 � 5�x = 24 e) 9x � 32 � 4x = 0

2. Rozwi¡» nierówno±ci:
a) 2x+2 � 2x+1 + 2x�1 � 2x�2 � 0 b) 2x + 21�x < 3 c) 32x�1 � 3x�1 � 2

3. Które z poni»szych funkcji s¡ rosn¡ce, a które malej¡ce?
y = (12)

x; y = 2�x; y = 3x � 4�x; y = �2(13)�x

4. Oblicz nast¦puj¡ce logarytmy:
log2 4; log3 81; log 51

5; log3
p
3; log1

2

p
2; log27 729

5. Oblicz:
log6 2 + log6 3, log6 2� log6

1
3, log

p
3 12 � logp3 4

6. Oblicz:
a) log8 9, je»eli log12 18 = a,
b) log9 15, je»eli log

p
45 25 = a

7. Rozwi¡» równania:
a) log2(x � 2) + log2(12 + x) = 3 + log2 3 + log2 5
b) log3(x

2 + 4x+ 1) = 1
c) 12 log3 x+ 12 log9 x+ 12 log 27x = 11

8. Rozwi¡» nierówno±ci:
a) log 1

3

x + 2 log1

9

(x � 1) � log1

3

6

b) (log10 x)
2 + 3 log10 x � 4

9. Okre±ª typ monotoniczno±ci poni»szych funkcji:
y = log 1

2

x; y = log2
1
x
; y = log2 jxj

10. Naszkicuj wykresy funkcji:
y = 10�x; y = 2x � 3�x; y = log2 x + 1; y = log10 x+ 1;

11. Znajd¹ funkcj¦ odwrotn¡ do: a) y = 1 + 2x�3; b) y = 2 log5 x� 3.



Lista 10

1. W ci¡gu arytmetycznym dane s¡ a3 = 1 oraz a12 = �26: Znajd¹ a1; r
oraz S12:

2. W ci¡gu arytmetycznym dane s¡ r = 3 oraz S12 = 221: Znajd¹ a1:

3. Suma n pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu arytmetycznego równa jest 56:
Znajd¹ n wiedz¡c , »e a1 = �4 oraz r = 4:

4. Suma siedmiu pocz¡tkowych wyrazów pewnego ci¡gu arytmetycznego
równa jest �49, a trzech ko«cowych �165: Znajd¹ dªugo±¢ ci¡gu i jego
ró»nic¦, wiedz¡c, »e a1 = 2:

5. W ci¡gu geometrycznym jest a3 = 48, a9 = 3072: Znajd¹ a1 oraz q:

6. W ci¡gu geometrycznym dane s¡ q = 1
2 oraz S7 =

127
16 : Znajd¹ a1:

7. W ci¡gu geometrycznym dane s¡ a5 = �48; q = 2 oraz Sn = �1533:
Znajd¹ n:

8. Znajd¹ trójwyrazowy ci¡g geometryczny wiedz¡c, »e suma jego wyra-
zów równa jest 3; a iloczyn równy jest �8:
9. Suma pierwszego, czwartego i szóstego wyrazu ci¡gu arytmetycznego
wynosi 18, a ich iloczyn równy jest -168. Znajd¹ pierwszy wyraz i ró»nic¦.

10. W 10-wyrazowym ci¡gu arytmetycznym suma wyrazów o numerach
parzystych wynosi 25, a suma wyrazów o numerach nieparzystych wynosi
10. Znajd¹ wyraz siódmy.

11. Suma trzech liczb tworz¡cych ci¡g geometryczny wynosi 3, a suma
ich kwadratów 21. Znajd¹ te liczby.

12. Siódmy wyraz ci¡gu geometrycznego równa jest 2. Znajd¹ iloczyn
trzynastu pocz¡tkowych wyrazów.



Lista 11

1. Znajd¹ pierwsze 6 wyrazów oraz wyraz ogólny ka»dego z nast¦puj¡cych
ci¡gów:
a) ci¡g parzystych liczb naturalnych nie dziel¡cych si¦ przez 4;
b) ci¡g nieparzystych liczb naturalnych podzielnych przez 3;
c) ci¡g liczb naturalnych daj¡cych reszt¦ 3 przy dzieleniu przez 5.
Przyjmijmy, »e liczby naturalne liczymy od 1.

2. Uzasadnij, »e ci¡g dany poni»szym wzorem jest monotoniczny:
an = 7� 3n, bn = 9n2 � 10n+ 199999, cn =

2n+ 9
n+ 3 , dn = 3n � 2n

3. Uzasadnij, »e »aden z poni»szych ci¡gów nie jest monotoniczny:
an =

2n� 7
2n� 9, bn = 3n2 � 17n+ 1

4. Które z poni»szych ci¡gów maj¡ wyraz najwi¦kszy lub najmniejszy?
an = 1 + 9n� 2n2, bn =

n
n2 + 4

, cn = n2 � 17n+ 21,

dn = n(n� 1)(n � 2)(n � 3)

5. Które z poni»szych ci¡gów s¡ ograniczone?
an + 3� 5n, bn =

1
n, cn = (�1)n � n2

6. Czy liczby 463 oraz 876 s¡ wyrazami ci¡gu o wyrazie ogólnym an =
2n2 � 11n+ 442?

7. Dla których wyrazów ci¡gu an =
2n

3n+ 5 zachodzi nierówno±¢an <
3
5?

8. Oblicz granice ci¡gów: a) an =
n2 + n + 1
2n2 � n

, b) bn =
2n + 3n

4n

c) cn = (
p
n2 + n � n) d) dn = ( 1

n2 + 1
2

n2 + 1
+ � � �+ n � 1

n2 + 1
)

9. Znajd¹ granic¦ ci¡gu an =
1 + 4 + 7 + :::+ (3n � 2)

n2 .

10. Zamie« na uªamek zwykªy: 0,(4); 0,(37); 2,(31); 2,3(11).

11. Dane s¡ suma S niesko«czonego ci¡gu geometrycznego a1; a2; a3 : : :
oraz jego iloraz q: Znajd» sum¦ a1 + a4 + a7 + � � �



Lista 12

1. Niech punkt O b¦dzie ±rodkiem o±miok¡ta foremnego ABCDEFGH:
Wykonaj dziaªania: ~AF + ~CB; ~AG� ~AO + ~AC,
~AB + ~CD + ~EF + ~GH; ~OB + ~OD + ~OF + ~OH:

2. Dane s¡ punkty A(2; 1); B(1; 1); C(4; 3): Znajd¹ wspóªrz¦dne wektora
~u = �3 ~AB + 2 ~AC:

3. Punkty B(1; 1); C(2;�1); D(3; 4) s¡ kolejnymi wierzchoªkami równo-
legloboku ABCD: Znajd¹ wspóªrz¦dne wierzchoªka A oraz dªugo±¢ prze-
k¡tnej AC:

4. Punkt T dzieli odcinek AB w stosunku 2 : 1: Wyprowad¹ wzór na
wspóªrz¦dne punktu T w zale»no±ci od wspóªrz¦dnych A oraz B:

5. Dane s¡ wierzchoªki A(2; 4) , B(6; 6) równolegªoboku ABCD oraz
punkt przeci¦cia przek¡tnych S(5; 7): Czy równolegªobok ten jest rom-
bem?

6. Niech K;L;M b¦d¡ ±rodkami boków trójk¡ta ABC: Wyka», »e ±rodki
ci¦»ko±ci trójk¡tów ABC oraz KLM pokrywaj¡ sie.

7. Przyjmuj¡c, »e bok o±miok¡ta foremnego z zad.1 ma dªugo±¢ 1 oblicz
nast¦puj¡ce iloczyny skalarne: ~AO � ~OD; ~AE � ~OD; ~AD � ~AG:

8. Oblicz (~u+~v+ ~w)2 wiedz¡c, »e wektory ~u;~v s¡ wzajemnie prostopadªe
i maj¡ dªugo±¢ 2, natomiast wektor ~w tworzy z ka»dym z nich k¡t 135� i
ma dªugo±¢ 2

p
2:

9. W rownolegªoboku ABCD dane s¡ dªugo±ci boków s¡siednich AB = 3
oraz AD = 2 oraz k¡t pomi¦dzy nimi � = 120�: Znajd¹ dªugo±¢ przek¡t-
nej AC:

10. Dane s¡ wierzchoªki s¡siednie A(1; 2) oraz B(5; 5) kwadratu ABCD:
Znajd¹ wspóªrz¦dne pozostaªych wierzchoªków przy zaªo/eniu, »e wierz-
choªki numerowane s¡ przeciwnie do ruchu wskazówek zegara.



Lista 13

1. Dany jest trójk¡t ABC o wierzchoªkach A(1; 2); B(3; 1) oraz C(7; 11):
Znajd¹ równanie prostej zawieraj¡cej ±rodkow¡ BL:

2. Znajd¹ równanie symetralnej odcinka AB dla A(1; 2) oraz B(3; 4):

3. Znajd¹ k¡t pomi¦dzy prostymi: a) y = �2x + 3 oraz y = 3x + 5; b)

y = x + 2 oraz y =
p
3
3
x+ 1.

4. Znajd¹ równanie ogólne prostej przechodz¡cej przez punkty P (1; 1)
oraz Q(3;�1).
5. W trójk¡cie o wierzchoªkach A(�2;�3); B(�1; 2) oraz C(4; 1) znajd¹
spodek wysoko±ci opuszczonej z punktu B.

6. Znajd¹ odlegªo±¢ pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych od prostej
x + 2y + 3 = 0.

7. Znajd¹ odlegªo±¢ prostych 3x� y + 2 = 0 oraz �3x + y � 2 = 0.

8. Znajd¹ pole trójk¡ta ABC o wierzchoªkach A(1;�2); B(�2; 3) oraz
C(5; 4):

9. Znajd¹ równanie okr¦gu o ±rodku w punkcie O(1; 3), wiedz¡c, »e po-
cz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych le»y na tym okr¦gu.

10. Znajd¹ równanie okr¦gu stycznego do osi OX ukªadu, o ±rodku w
punkcie O(2; 3) . W jakich punktach okr¡g ten przecina o± OY ?

11. Znajd¹ promie« i ±rodek okr¦gu x2 + 4x + y2 � 6y + 6 = 0.

12. Znajd» równanie stycznej poprowadzonej z punktu P (0; 3) do okr¦gu
(x + 2)2 + y2 = 4.



Lista 14

1. Dla jakiego k¡ta ostrego � trójk¡t prostok¡tny o zadanej przeciwpro-
stok¡tnej c = 10 ma najwi¦ksze pole?

2. Znajd¹ maksymalne pole trójk¡ta, w którym suma podstawy i wyso-
ko±ci opuszczonej na t¦ podstaw¦ równa jest L?

3. W trójk¡t równoramienny, którego k¡t przy wierzchoªku równa si¦
120�, a podstawa jABj = 8 wpisano prostok¡t o mo»liwie najwi¦kszym
polu tak, »e bok prostok¡ta le»y na podstawie. Znajd¹ pole tego prosto-
k¡ta.

4. Dla jakiego k¡ta � w rombie o boku zadanej dªugo±ci, suma dªugo±ci
przek¡tnych jest najwi¦ksza?

5. Znajd¹ wymiary tego spo±ród prostopadªo±cianów o podstawie kwadra-
towej wpisanych w kul¦ o promieniuR, który ma najwieksz¡ powierzchni¦
boczn¡.

6. Znajd¹ najwi¦ksz¡ powierzchni¦ boczn¡, jak¡ mo»e mie¢ sto»ek wpi-
sany w kul¦ promieniu R.

7. Znajd¹ najmniejsz¡ mo»liw¡ obj¦to±¢ sto»ka opisanego na walcu o
promieniu podstawy r = 2 oraz wysoko±ci H = 1.

8. Jak¡ najwi¦ksz¡ obj¦to±¢ mo»e mie¢ sto»ek o zadanej tworz¡cej l.


