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Algorytmy konstrukcyjne w problemach
gniazdowych

Wstep

Algorytmy przyblizone stosowane do rozwigzywania probleméw
gniazdowych mozna podzieli¢ na dwie grupy:

+ algorytmy konstrukcyjne (ang. constructive algorithms)
+ algorytmy lokalnego poszukiwania (ang. local search algorithms)

Algorytmy konstrukcyjne zgodnie 2z pewnymi regutami budujg
.Czesciowe” rozwigzania i w momencie otrzymania petnego rozwigzania koncza
swoje dziatanie. W przypadku probleméw szeregowania zadahn budowa
czeSciowego rozwigzania polega na szeregowaniu kolejnych operacji az do
uszeregowania ich wszystkich (rozwigzanie petne). Algorytmy z drugiej grupy
startuja z pewnego rozwigzania (wybranego arbitralnie lub otrzymanego przez
algorytmy konstrukcyjne) i nastepnie w kolejnych krokach poprawiajg to

rozwigzanie.

Algorytmy popraw, a w szczegélnosci algorytmy oparte na technice tabu
search, produkujg znacznie lepsze rozwigzania niz algorytmy konstrukcyjne.
Wymagajg one jednak wiekszych naktadéw obliczeniowych. Intensywny wzrost
mocy obliczeniowej komputeréw sprawia, ze czynnik ten staje sie coraz mniegj
istotny w przypadku, gdy zadowala nas dobre rozwigzanie przyblizone. Jezeli
jednak chcemy znalez¢ rozwigzanie optymalne, to koniecznos¢ wielokrotnego
wykorzystania algorytmu przyblizonego w trakcie dziatania algorytmu doktadnego
powoduje, ze musimy preferowac algorytmy konstrukcyjne. Co wiecej, wystepuja
takze takie sytuacje produkcyjne (np. awarie), kiedy bardzo szybkie algorytmy sa
niezbedne.

W tym sprawozdaniu zajmiemy sie tylko algorytmami konstrukcyjnymi.
Skupimy sie na algorytmach dla klasycznego problemu gniazdowego oraz



problemu gniazdowego z maszynami réwnolegtymi.

Klasyczny problem gniazdowy

Algorytmy konstrukcyjne dla problemu gniazdowego dzielimy na dwie
klasy:

+ algorytmy priorytetowe

+ algorytmy typu wstaw

Do pierwszej klasy nalezg algorytmy, ktére w danej iteracji wybieraja
jedna operacje (powiedzmy ;) wsrédd operacji jeszcze nieuszeregowanych i
mozliwych aktualnie do uszeregowania (tzn. operacji, ktérych wszystkie
poprzedniki zostaty juz uszeregowane). Operacja j jest lokowana na maszynie
u(j), za ostatnig operacjg w permutacji czeSciowej operacji juz uszeregowanych.
Do wyznaczenia operacji j stosuje sie réznego rodzaju reguty priorytetowe SPT,
LPT, MWR, RANDOM itp. Z reguty ztozonos¢ obliczeniowa algorytmoéw
priorytetowych jest rzedu O(n?).

Algorytmy z klasy drugiej wykorzystuja technike wstawien uzyta po raz
pierwszy przy konstrukcji algorytmu NEH, dla klasycznego problemu
przeptywowego. Ich gtéwna idea polega na tym, ze operacji j w danej iteracji
algorytmu nie umieszcza sie na pozycji za ostatnig operacja w permutacji
czesciowej, lecz pozycja ta podlega wyborowi; czesto operacja j jest probnie
wstawiana na wszystkie pozycje zajete przez uszeregowane wczesniej operacje na

maszynie pu(j). Ogdlnie ztozonos¢ obliczeniowa algorytméw typu wstaw jest
rzedu O(n’). Wykorzystujac jednak pewne specyficzne wtasnosci problemu,

mozna ten czas zredukowa¢ do O(n?).

Algorytmy priorytetowe

Og6lnie méwigc kazdy algorytm priorytetowy P(R) w kolejnej iteracji
szereguje doktadnie Jedna, operacje j€O wykorzystujgc pewng regute
priorytetowa R. Istotnym elementem w opisie tego algorytmu jest pojecie operacji
gotowych do uszeregowania oraz operacji konfliktowych.

Operacja j€(O jest gotowa do uszeregowania, jezeli wszystkie jej
poprzedniki zostaty juz uszeregowane. Niech dla danego zbioru U, U €O,

OG(U)={i€eO\U : B,cU|

oznacza zbiér operacji, ktére nie nalezg do tego zbioru, a ktérych wszystkie



bezposrednie poprzedniki znajdujg sie w tym zbiorze. Zauwazmy, ze jezeli
operacje ze zbioru U sg juz uszeregowane, to operacje z OG(U) sa gotowe do
uszeregowania. W sytuacjach skrajnych, gdy U=8 Ilub U=0, zbiér OG(U)
zawiera odpowiednio operacje nie majgce poprzednikéw lub jest pusty.
Przejdziemy teraz do zdefiniowania operacji konfliktowej. W tym celu
wprowadzimy kilka dodatkowych poje¢. Dla ustalonego zbioru U operacji
uszeregowanych niech S(i) oznacza moment rozpoczecia wykonywania operacji
i€eU, zas t, oznacza moment zakohczenia wykonywania ostatniej uszeregowanej
operacji na maszynie [, [€M; jesli na tej maszynie nie jest jeszcze
uszeregowana zadna operacja, to #,=0. Wtedy dla kazdej operacji j gotowej do

uszeregowania ( jJEOG(U)),

r(j)=max max(S(i)+ p). 1,

i€B,
okresdla najwczesniejszy mozliwy moment rozpoczecia jej wykonywania (tzn. jej

gtowe). Ostatecznie, niech

A= min (r(i)+p,;)

i€0G(U)

oznacza nhajmniejszy z najwczesniejszych mozliwych momentéw zakonczenia

wykonywania operacji ze zbioru OG(U), za$

M'=(;eM: Y uli)=I,r(i)+p=A2}

i€eOG(U)

zbiér maszyn, na ktérych moga by¢ wykonywane operacje z najwczesniejszym

mozliwym momentem zakonczenia wykonywania réwnym A .

Operacje j€O bedziemy nazywac¢ operacja konfliktowa, jezeli: maszyna u(j),

na ktérej moze by¢ ona wykonywana
» znajduje sie w zbiorze M’
+ jest gotowa do uszeregowania
* jej najwczesniejszy mozliwy moment rozpoczecia wykonywania r ()
jest mniejszy niz A .

Definicja ta pozwala wyrézni¢ dla poszczegdlnych maszyn [€M zbiory

operacji konfliktowych
OK (1)={ieOG(U):uli)=I,r(i)<A}

Algorytm P(R) w kazdej iteracji, po arbitralnym wyborze maszyny

['"eM ', szereguje jedna z operacji konfliktowych ze zbioru OK (/). Konflikt



polega na tym, ze kazda z operacji konfliktowych jest potencjalng kandydatka do
uszeregowania. Dopiero zastosowanie odpowiedniej reguty priorytetowej R

pozwala wybra¢ jedna z nich.

Algorytm P(R)
Krok 0. Potéz 1t,:=4 dla [eM, r(i):=0 dla i€O oraz U:=0

Krok 1. Wyznacz zbiér operacji gotowych do uszeregowania OG(U),
moment czasowy A oraz zbiér maszyn M '. Wybierz pewnga maszyne ['eM’

i wyznacz dla niej zbiér operacji konfliktowych OK (/') .

Krok 2. Stosujac regute priorytetowa R, znajdz w zbiorze operacji

konfliktowych OK (/') operacje j do uszeregowania.
Krok 3. Potéz m,':=m,"j, S(j):=r(j), U:=UU{j|] oraz
r(i):=max(r(i), S(j)+p,) dla operacji i€O\U, dla ktérych p(i):=I"' lub

I€A; . Jezeli U=0, to STOP. W przeciwnym wypadku idz do kroku 1.

Interpretujgc jedng iteracje algorytmu P(R) jako wykonanie krokéw 1, 2, 3, a
krok O jako inicjacje, mozemy stwierdzi¢, ze algorytm P(R) po wykonaniu n
iteracji kohczy swoje dziatanie. Wyprodukowana przez niego permutacja znajduje
sie w m=(m, m,...,,), a odpowiadajace jej uszeregowanie w S(i), i€O.
W algorytmie nie wyznacza sie bezposrednio wartosci ¢,. Fakt przedtuzenia
zajetosci maszyny [’ po uszeregowaniu na niej operacji j, uwzglednia sie w
kroku 3 przez modyfikacje gtéw r (i) operacji i jeszcze nieuszeregowanych, ktére

beda na niej wykonywane; 7 (i):=max(r(i),S(j)+p,).

Algorytm P(R) dziata poprawnie, tzn. generuje permutacje mell(T),
tylko wtedy, gdy graf relacji T jest acykliczny (lub réwnowaznie zbiér IT(T) nie
jest pusty). W przeciwnym wypadku w pewnej iteracji mniejszej niz n zbiér
OG(U) wyznaczany w kroku 1 bedzie pusty. Pozwala to na uzycie algorytmu
P(R) jako detektora cyklu; wystarczy w kroku 1 po wyznaczeniu zbioru OG(U)
doda¢ warunek: ,jezeli OG(U)=4 , to STOP".

Warto takze zauwazy¢, ze algorytm P(R) generuje tzw. uszeregowania
aktywne (ang. active schedules). Uszeregowanie jest aktywne, jesli zadna
operacja nie moze by¢ wczesniej rozpoczeta bez jednoczesnego opdznienia
rozpoczecia wykonywania przynajmniej jednej innej operacji. Precyzyjniej,



uszeregowanie S(i), i€O jest aktywne, jezeli nie istnieje uszeregowanie
dopuszczalne S'(i), i€0 takie, ze §(i)§S(i), i€ i przynajmniej dla jednej
operacji nierébwnos$¢ ta jest ostra. Jest oczywiste, ze w zbiorze wszystkich
uszeregowan aktywnych musi znajdowal sie uszeregowanie optymalne. Co
wiecej, tatwo pokazad, ze jesli zastosuje sie arbitralng regute priorytetowg R, to
algorytm P(R) moze wygenerowac kazde uszeregowanie aktywne. Doktadniej
nalezy rozumiec¢ to tak, ze dla danego uszeregowania aktywnego mozna podacd
taka regute R Zze algorytm P(R) wygeneruje to uszeregowanie. Tym samym dla
kazdego problemu gniazdowego okreslonego przez dowolng acykliczng relacje T
istnieje przynajmniej potencjalna mozliwo$¢ znalezienia przez algorytm P(R)

uszeregowania optymalnego.

Uszeregowanie aktywne nie zawsze spetnia jednak pewng zasade, bardzo
czesto preferowang przez praktykéw. Zasada ta méwi: jezeli w danej chwili j jest
wolna maszyna, na ktérej mozna wykonywad pewng operacje (wczesniej wszystkie
jej poprzedniki zostaty juz wykonane), to nalezy ja zaczac¢ wykonywac.
Przestrzeganie tej zasady powoduje, ze nie ma przestojéw na maszynach, jezeli
tylko mozna na nich wykonywa¢ jakie$s operacje. Uszeregowanie spetniajgce te
zasade bedziemy nazywad uszeregowaniem bez opdznienh (ang. non-delay
scheduling). Wydawatoby sie, ze w celu znalezienia uszeregowania optymalnego
nalezy generowac tylko uszeregowania bez opdznien. Niestety, nie jest to prawda,
co pokazuje ponizszy przyktad.

Przykiad 13.1

Mamy r=2 zadania, 2 b)
n=4 operacje oraz m=2 E 3 EI 3
maszyny. Zadanie 1 sktada
_ - 2| 4 4 |2
sie z sekwencji 0,=3
| | 1 | | 1 [l |
operacji (J,=1,2,3) a 0 2 A 6 0 2 2 6

sadanie 2z sekwendji Rysunek 1: Wykresy Gannta dla permutacji « i B

zawierajacej tylko 0,=1 operacje (J,=4); T,=(1,2),(2,3). Operacje 1, 3 nalezy
wykonywaé¢ na maszynie 1, a pozostate na maszynie 2. Czasy wykonywania
poszczegdlnych operacji s nastepujace: p,=p,=1, p,=p,;=2.

Zbiér wszystkich permutacji dopuszczalnych zawiera dwie permutacje:
«=((1,3),(2,4)) oraz B=((1,3),(4,2)). Odpowiadajace tym permutacjom
uszeregowania §%(j) oraz SB(]‘) przedstawiono na rysunku 1. Obydwa

uszeregowania sg aktywne, ale tylko uszeregowanie S'S(j) jest uszeregowaniem



bez opdznien. w uszeregowaniu §%( j) w przedziale czasowym [0,1) maszyna 2
nie wykonuje zadnej operacji, mimo ze mogtaby wykonywa¢ operacje 4. Moment
wykonania wszystkich operacji dla uszeregowania S§*(j) (C,.(B.T,)=5) jest
jednak wiekszy niz dla uszeregowania §%(j) (C,.(x,Tj)=4). Analizujac
wszystkie dopuszczalne uszeregowania bez opéznien (w naszym przyktadzie jest

tylko jedno takie uszeregowanie), nie znajdziemy wiec uszeregowania
optymalnego.

Z powyzszego przyktadu wynikatoby, ze nie nalezy raczej preferowad
uszeregowah bez opéznien. Nie jest to jednak do kohca prawda, poniewaz badania
testowe pokazujg, iz czesto uszeregowania bez opdznienh sg lepsze niz
uszeregowania aktywne, szczegdlnie w przypadkach, gdy na danym kroku
iteracyjnym reguta priorytetowa jest wybierana losowo z pewnego ustalonego

zbioru regut. Warto tu zauwazy¢, ze algorytm P(R) mozna tatwo zmodyfikowa¢,
aby dla kazdej reguty priorytetowej R, generowat takie wtasnie uszeregowanie.
W tym celu nalezy zmieni¢ definicje wielkosci A, zbioru maszyn M ' oraz
zbioréw operacji konfliktowych OK (), /€M ' na nastepujace:

A= min r(t),

iCOG(U)

M = {leM: Vo /i(t) =1, r(») = A}.

i 6 OG(U)

OK{l) = {i € OG(U) : fi{i) = fr{i) = A}.

(13.6) (13.7)

(13.8)

Oméwimy teraz krétko rézne postacie regut priorytetowych wykorzysty-
wanych w kroku 2 algorytmu P{R), ktére wyznaczajg, w zbiorze operac;ji
konfliktowych OK(I') operacje j do uszeregowania. Najczesciej stosowane w
literaturze zostaty przedstawione w tabeli 13.1. Jesli dana reguta nie okres$la w
sposdéb jednoznaczny operacji j do uszeregowania (np. gdy przy



Reguta R
STT
LTT

SRPT

\LrRPT
LTRPT SPT LPT

Random
Tabda 13.1. Reguty priorytetowe R

Opis reguty

operacja z najkrétszym czasem wykonywania ~~ operacja z

najdtuzszym czasem wykonywania

operacja zadania o najkrétszym pozostatym czasie wykonywania operacja
zadania o najdtuzszym pozostatym czasie wykonywania operacja z najwiekszg
suma czasu wykonywania i wartoSci ogona operacja zadania o najkrétszym czasie
wykonywania operacja zadania o najdtuzszym czasie wykonywania operacja

wybrana losowo

regule STT w zbiorze operacji konfliktowych znajduje sie kilka operacji o
tym samym najkrétszym czasie wykonywania), to wybdr operacji j -wsrdd
wszystkich operacji spetniajgcych tg regute - nastepuje arbitralnie lub stosuje sie
dodatkowo jeszcze inng regute. Jest rzeczg zadziwiajacy, ze preferuje sie w
literaturze pary regut doktadnie przeciwnych, np. reguta STT i LTT. Wynika to
jednak z faktu, ze istniejg takie instancje rozwazanego problemu, w ktérych tylko
jedna reguta z takiej pary (rézna dla réznych instancji) powoduje, ze algorytm
P{R) generuje uszeregowanie o akceptujgcej odlegtosci od uszeregowania
optymalnego. Swiadczy to niewatpliwie o ,stabosci" algorytméw priorytetowych.
Wydawatoby sie. ze naturalnym sposobem polepszenia jakosci otrzymywanych
uszeregowah jest kilkakrotne uruchomienie algorytmu P(R) dla réznych regut.
Okazuje sie jednak, ze znacznie lepsze efekty daje tylko jednokrotne uruchomienie
P{R) z losowym wyborem reguty R na kazdym kroku iteracyjnym.

Na koniec zauwazmy, ze jedna iteracja algorytmu P(R) wymaga 0(n)

czasu (przy zatozeniu, ze reguta R wybierze operacje do uszeregowania w czasie
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0(n)). Stad ztozonos¢ obliczeniowa tego algorytmu wynosi 0(n2).

Konczac te sekcje zilustrujemy jeszcze dziatanie algorytmu P{R) dla
reguty R = STT na danych z przyktadu 11.1.

Przyktad 13.2 Algorytm P(STT) zastosujemy dla relacji T = T, (korzeh
drzewa rozwigzan). W przypadku niejednoznacznosci reguty STT dziemy
wykorzystywaé regute SRPT, a jezeli to nie wystarczy, wybieramy operacje o
najmniejszym numerze. Ponadto, w przypadku niejednozna nos$cj w wyborze

maszyny /' w kroku 1, wybieramy maszyne o najmniejszym numerze.

llustracje rozpoczynamy od iteracji 1. Po wykonaniu kroku 0, 7r = H
(0,0), r(1) =r(2) =...=r(12) = 0 oraz U = 0. W kroku 1 zbiér operacji gotowych
OoG(U) = {1,8,11}, stad I

min{r(l) + pi,r(8) + pg,r(l) + p,i} = min{0 + 2,0+ 2,0+ 2} =2 =A,
/' = 1 oraz zbidr operacji konfliktowych na maszynie 1 ma postad
oK{\) = {1,8,11}.

Stosujac regute STT w kroku 2, otrzymamy trzy operacje: 1, 8, 11; wszyst-
kie majg ten sam czas wykonania. Dopiero zastosowanie reguty SRPT pozwala
wybrad operacje j = 11 do uszeregowania; operacja 1 jest operacjg zadania 1 z
pozostatym czasem wykonywania P2 + P3 + « e @+ p7 =1+ 2 +2+ 14+1 4+ 1 5=
8, operacja 8 jest operacjg zadania 8 z pozostatym czasem wykonywania P9 + Pio
= 2+41 = 3, zas$ operacja 11 operacja zadania 3 z pozostalym czasem
wykonywania P12 = 2. Nastepnie wykonujgc krok 3, otrzymamy ir = ((11),0),
5(11) = 0, U = {11}, r(i) = max(0,5(11) + pn) = max(0,0 + 2) = 2 dla i =
1,3,5,7,8,10 (operacje 1, 3, 5, 7, 8, 10 maja by¢ wykonywane na maszynie /' = 1)
oraz r(12) = 2 (operacja 12 jest bezposrednim nastepnikiem operacji j = 11; All =
{12}); patrz rysunek 13.2. Poniewaz U ©~ O™ przechodzimy zatem do kroku 1
iteracji 2.

W kroku 1 zbiér operacji gotowych OG{U) = {1,8,12}, stad

min{r(l) + pi,r(8) + pg,r(12) + pi,} = min{2 + 2,2 + 2,2 + 2} =4 = A,
/' = 1 oraz zbiér operacji konfliktowych na maszynie 1 ma teraz postac
0A'(1) = {1,8}.

Stosujgc kolejno reguty STT i SRPT dostaniemy j = 8. Nastepnie wy-
konujac krok 3, dostaniemy w = ((11,8), 0), -5(8) = 2, U = {8,11}, r(l) = r(3) =
r(5) = r(7) = r(10) = 4, r(9) = 4 i przechodzimy do kroku 1 iteracji 3.

W kroku 1 zbiér operacji gotowych OG(U) = {1,9,12},

min{r(l) + p,r(9) + pe, r(12) + p,} =min{4 +2,4 + 2,2+ 2} =4 =A



| =2oraz0ii(2) = {12}. Stad wynika, ze bedziemy szeregowa¢ operacje
Jj =12, co spowoduje, ze 7t = ((11,8), (12)), 5(12) = 2, U = {8,11,12}, i

Rys. 13.3. Wykres Gantta dla permutacji optymalnej

r(2) = r(4) = r(6) = r(9) = 4. Nastepnie przechodzimy do kroku 1 kolejnej
iteracji. Po wykonaniu 12 iteracji otrzymujemy permutacje

J$r= ((11,8,1,10,3,5,7), (12,9,2,4,6))

i odpowiadajgce jej uszeregowanie, przedstawione na rysunku 13.2, z
wartoscig funkcji celu C,,x(*",20) = 14. Jak tatwo sprawdzi¢, uszeregowanie to jest
aktywne, ale niestety nie jest optymalne. Uszeregowanie dla jednej z permutacji
optymalnych

-I—r_ = ((111113181511017)1 (2112141916))

podano na rys. 13.3. Uszeregowanie to jest tez aktywne, ale ma wartos¢
funkcji celu C,,(7rj|To) = 12,

Rys. 13.2. Wykres Gantta dla perrnutacji n otrzymanej przez algorytm
P(STT)
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