Kaminski Krzysztof 117649
Dyskretna Transformata Fouriera (DFT)

Celem ¢éwiczenia jest zapoznanie sie z podstawowymi wiasciwosciami
dyskretnego  przeksztalcenia  Fouriera. Badanie odwrotnego dyskretnego
przeksztatcenia Fouriera. Poréwnanie wydajnosci obliczeniowej szybkiego
przeksztatcenia Fouriera i dyskretnego przeksztatcenia Fouriera obliczanego z
definicji. Badanie prébkowania widma ciggtego i analiza zjawiska przecieku widma.
Badanie wtasciwosci czesci rzeczywistej i urojonej widma, oraz realizacja operacji
rozwijania fazy.

1. Podstawy obliczania DFT

Dyskretne przeksztatcenie Fouriera jest procedurg matematyczng uzywang do
wyznaczenia zawartosci harmonicznej lub czestotliwosciowej sygnatu dyskretnego.
DFT pochodzi od ciagtego przeksztatcenia Fouriera:

X(jow)= j:ox(t)ej“’dt

—oo

gdzie x(t) jest pewnym sygnatem ciggtym w dziedzinie czasu.
DFT zdefiniowany jest jako dyskretny cigg X(m) w dziedzinie czestotliwosci:

N-1
X(m)= Zx(n)e‘jzm""m
n=0

gdzie x(n) jest dyskretnym ciggiem sprébkowanych warto$ci w dziedzinie czasu
ciggtej funkcji x(t).

Rownanie DFT mozna przeksztatci¢ z zaleznosci Eulera
e’’ = cos(8) — jsin(@) na rownowazne:

X(m) = gx(n)[cos(Zﬂnm/N) — jsin(2mm/ N)]

n=0

Z powyzszego wzoru wynika, ze kazdy czton wyjsciowy X(m) DFT stanowi
sume punkt po punkcie iloczynu ciggu wartosci wejsciowego sygnatu i przebiegu
zespolonego postaci cos(8)-jsin(8).

Doktadne wartosci czestotliwosci roznych przebiegdw sinusoidalnych zalezg
zaréwno od szybkos$ci probkowania fs, z jakg byt probkowany sygnat oryginalny, jak
tez od liczby probek N. Wartosci czestotliwosci N kolejnych punktéw na osi
czestotliwosci, w ktorych sg wyznaczane prazki DFT, sg okreslane jako

mf g

fanalixys (m) = N




a) Przyktadowe sygnaty bazowe dyskretnego przeksztatcenia Fouriera.
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b) Poréwnanie czasu obliczania DFT z definicji z czasem obliczania FFT

Dlugos$é sygnatu x | Sredni czas obliczania DFT | Sredni czas obliczania FFT
[N] [s] [s]
8 0.125999 0.000000
16 0.001999 0.001000
32 0.003000 0.001001
64 0.004000 0.001000
128 0.007000 0.001000
256 0.027001 0.000999

Powyzsza tabela powstata na podstawie skryptu porownanie.m, ktéry poréwnuje
czas wykonania obliczen DFT z FFT. Z analizy réznic w czasie obliczen wynika, ze
FFT jest o wiele szybszy - czas wykonania tej operacji nie rosnie tak bardzo wraz ze
wzrostem diugosci sygnatu badanego jak w przypadku DFT.

Skrypt porownanie.m.

%Poréwnuje DFT z FFT

% parametry

N = 256; % dlugosc sygnalu w probkach
f=[1000, 2000]; % czestotliwosci sygnalow skladowych
ph = [0, (3/4)*pi]; % przesuniecia fazowe skladowych

A=[1,0.5]; % amplitudy skladowych

bias = 0; % wartosc skladowej stalej

fs = 8000; % czestotliwosc probkowanie

mnoznik = 5; % zageszczenie probek dla reprezentacji ,,ciaglej"

n=1:N; % indeksy probek dla sygnalow bazowych




% indeksy dla reprezentacji ,,ciaglych"
nContSize = mnoznik*N;

% indeksy probek
nSamp = 1:N; % indeksy dla probek cyfrowych
nCont = linspace(1,N,nContSize); % indeksy dla ,,ciaglych" wersji sygnalow

% synteza sygnalu
freqLen = length(f);
x = zeros(1, 1:N);
xCont = zeros(1, 1:N*mnoznik);
for k=1:freqLen
X = X + A(K)*sin(2*pi*f(k)*(nSamp-1)./fs + ph(k));
xCont = xCont + A(k)*sin(2*pi*f(k)*(nCont-1)./fs + ph(k));
endfor

% dodanie skladowej stalej
X = X + bias;
xCont = xCont + bias;

% inicjalizacja macierzy z wektorami przestrzeni bazowe;j

mSize = N;
B = zeros(mSize, N);
BCont = zeros(mSize, nContSize);

% QObliczanie bazy

m = 1:N;
B(m,n) = exp(-i*2*pi*(m-1)"*(n-1)/N);
for iM= 1:mSize

for iN = 1:nContSize
BCont(iM,iN) = exp(-i*2*pi*(m(iM)-1)*(nCont(iN)-1)./N);
endfor
endfor;

% Porownanie

% Obliczanie DFT

disp("Obliczam DFT z definicji")

X = zeros(1,mSize);

% wlaczenie "stopera" mierzacego czas wykonania operacji
tic()

for iM = 1:N
X(iM) = x * (B(iM,:).");
endfor

% zatrzymanie "stopera"
printf("\tczas wykonania DFT = %f \n",toc);

% Obliczanie FFT
disp("Obliczam FFT")
Y = zeros(1,mSize);



% wlaczenie "stopera" mierzacego czas wykonania operacji
tic()

Y=fft(x,N);

% zatrzymanie "stopera”

printf("\tczas wykonania FFT = %f \n",toc);

c) Funkcja m2freq() dokonujaca konwersji numeréw prazkéw (m =0 ...

1) na czestotliwosci analizy.
Prototyp funkciji:
function [f] = m2freq(m, fs)
%M2FREQ dokonuje konwersji numeréw na czestotliwosci analizy
% [f] = m2freq(m, fs)
%
% Wejscie:
% m - wektor wierszowy z numerami prazkéw,
% fs - czestotliwos¢ probkowania.
%
% Wyjscie:
% f - wektor wierszowy z czestotliwosciami analizy
% odpowiadajgcymi poszczegolnym numerom prazkow.
N=length(m);
f=m*fs/N;
endfunction

2. Probkowanie widma ciggtego

Obserwacja efektu probkowania widma ciggtego dla przebiegu,

aproksymowany jest przez funkcje:

N sin(zz(k —m))

X(m)=
2 wk—m)
gdzie: m — czestotliwo$¢ dyskretna,
Kk - liczba okreséw sinusoidy w N probkach.

a) Ciagte widmo dyskretnego ciggu cosinusoidalnego o skorczonym

czasie trwania: N=16, k=2;

Ciagte widmo dyskretnego ciagu cosinfjsoidalnego o skonczonym‘ czasie trwania
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b) Ciagte widmo dyskretnego ciggu cosinusoidalnego o skonczonym
czasie trwania: N=16, k=2.4;
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Na powyzsze wykresy natozony jest takze na czerwono miejsca w ktérych na
osi dodatniej x wystepuja prazki. Z analizy otrzymanych wynikow wynika, ze w
przypadku catkowitej ilosci okresdéw sygnatu w probkach istnieje tylko jeden prazek
niezerowy, natomiast w przeciwnym wypadku nastepuje roztozenie sie tego prazka,
czyli przeciek energii do wszystkich innych prazkéw DFT.



c) DFT x(n) dla N=16 i catkowitej liczbie okreséw T=2 w N prébkach,
czestotliwos¢ sygnatu wynosi zatem fs=2/16=1/8Hz=0.125Hz
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Czestotliwosc¢ analizy fanaizy=1/16Hz.
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Z analizy powyzszych wykresow wynika, ze prazki wystapity na czestotliwosciach
0.125 i 0.875 poniewaz fanaizy jest wielokrotnoscig czestotliwosci sygnatu i jedng z
wiasnosci dyskretnej transformaty Fouriera jest symetria.

X(m)=X"(N—-m)



d) DFT x(n) dla N=16 i niecatkowitej liczbie okresow T=2.4 w N prébkach,
czestotliwos¢ sygnatu wynosi zatem fs=2.4/16=0.15Hz
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Czestotliwosc¢ analizy fanaiizy=1/16Hz.
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Poniewaz analizowany powyzej cigg wejsciowy nie ma catkowitej liczby okresow w
przedziale 16 prébek, energia wejsciowa przecieka do wszystkich innych prazkow
DFT.

Przeciek powoduje, ze dowolny sygnat wejsciowy, ktérego czestotliwos¢ nie jest
dokfadnie réwna czestotliwosci, dla ktérej jest wyznaczany dany prazek DFT,
przecieka do wszystkich innych wyznaczanych prazkow DFT.



3. Przeciek widma

Wyznaczenie DFT dla przebiegu sinusoidalnego, ktérego czestotliwos¢ fsin jest rozna
od czestotliwosci analizy DFT fa, czyli:

m
o # f —
f‘S]I‘l fY N
gdzie:
m=0,1,...,N-1 — czestotliwo$¢ dyskretna,
fs — czestotliwos¢ probkowania,
N — dtugos¢ transformaty.
N=64;
f=8.75Hz;
fo=64Hz;
x(n)=sin(2**f*n/fy);
fa=fp/N=1Hz;
DFT przebiegu sinusoidalnego o czestotliwosci roznej niz czestotliwosc analizy DFT
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Na powyzszym wykresie przedstawiony jest przeciek widma. Zachodzi on w
przypadku kiedy czestotliwos¢ sygnatu nie jest catkowita wielokrotnoscig
czestotliwosci analizy DFT.

4. Zwigkszenie rozazielczosci DFT

n=(0:63);
X=sin(2*pi*8.75*n/64);

Zwiekszamy rozdzielczos¢ DFT poprzez dotozenie na koncu badanego sygnatu zera,
co powoduje zwiekszenie dtugosci transformaty i zmniejszenie wartosci
czestotliwosci analizy f,.



Jezeli nasza nowa transformata ma dtugos¢ N=256 nalezy dotozy¢ 192 zera.

DFT przebiegu sinusoidalnego uzupetnionego zerami do dtugos¢ 256
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Czestotliwos¢ analizy wynosi fanqi=64/256=0.25Hz.

Z analizy powyzszego wykresu wynika, ze maksimum jest dla czestotliwosci 8.75Hz,
czyli czestotliwosci sygnatu.

Dodanie do ciggu wejsciowego zer poprawi rozdzielczos¢ wyniku DFT, ale istnieje
praktyczna granica okreslajaca, jak wiele mozemy zyskac¢ przez dodanie wiekszej
liczby zer.

5. Zbadanie wiasciwos$ci czesci rzeczywistej i urojonej DFT.

a) Sygnat x = sin(2*pi*8.75*n/64), N=64
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b) Sygnat x = 2*sin(2*pi*8.75*n/64), N=64
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c) Sygnat x = 3*sin(2*pi*8.75*n/64), N=64
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d) Sygnat x = sin(2*pi*8*n/64), N=64
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e) Sygnat x = sin(2*pi*8*n/64)+1, N=64
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Z analizy powyzszych wykresow wynika, ze modut jak i cze$c¢ rzeczywista DFT
charakteryzuje sie wtasciwoscig zwang symetrig parzysta, podczas gdy faza i czesé
urojona DFT charakteryzuje sie symetrig nieparzystg. Wykresy a, b, ¢ przedstawiajg
wptyw zmiany amplitudy sygnatu na widmo amplitudowe tego sygnatu. Zwiekszajac
amplitude proporcjonalnie rosnie widmo amplitudowe oraz ponadto czes¢
rzeczywista i urojona DFT.

Jezeli do sygnatu dodamy sktadowg statg (wykres e) pojawi sie ona w zerowym
prazku zgodnie z zaleznoscia:
X(0)=N*w

gdzie: w - sktadowa stata sygnatu.
6. DFT sumy sygnatow

a) Sygnat x = sin(2*pi*8*n/64), N=64
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b) Sygnaty = sin(2*pi*10*n/64), N=64
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c) Sygnatz =x+y, N=64
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Z analizy powyzszych wykresow wynika, ze DFT ma bardzo wazng
wiasciwosé znang jako liniowosé. Whasciwosé ta méwi, ze DFT sumy dwoch
sygnatéw jest réwna sumie transformat kazdego z sygnatow; to jest, jesli ciag
wejsciowy x(n) ma DFT réwng X(m), inny zas cigg wejsciowy y(n) ma DFT réwng
Y (M), wéwczas DFT sumy z = x + y tych ciggow jest rowny:

Z(m)=X(m)+Y(m).

7. Widmo fazowe

Obserwacja wykresu fazowego badanego sygnatu, rozwijanie fazy.
W tym punkcie wykorzystaliSmy ponizszy kod:



t =1[0:1:1000]; % os czasu
syg = t.*exp(-0.019*1).*sin(2*pi*t/20); % sygnat (tlumiona sinusoida)

y = fft(syg); % DFT

yf = angle(y); % faza z DFT
yfr = unwrap(yf); % rozwinieta faza

Sygnat ma postac:
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8. Widmo sygnatu przesunietego w czasie
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a) Sygnat x =sin(2*pi*7*n/64)
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b) Sygnat x =sin(2*pi*7*n/64+2*pi*7*3/64) przesuniety o 3 prébki



modul faza w stopniach
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Z analizy powyzszych wykreséw wynika, ze jezeli punkt, w ktorym
rozpoczynamy probkowanie x(n) jest przesuniety o k prébek to wyjsciowe widmo
Xorzesuniety(M) DFT ma modut taki sam jak X(m), natomiast zmianie ulega jedynie
widmo fazowe, zgodnie z zaleznoscia:

Xprzesuniety(M) = ej2ﬂkm/NX(m) )

jezeli prébkowany sygnat x(n) jest przesuniety w prawo to k jest dodatnie, natomiast
jezeli w lewo to mamy wtedy —k.

9. DFT funkcji okna

a) Okno prostokatne o diugosci 24 probek
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DFT sygnatu przedstawionego powyzej ma postac:



modul faza w stopniach
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b) Okno prostokatne o dtugosci 22 probek
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c) Okno prostokatne o dtugosci 32 prébek
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10. Odwrotna dyskretna transformata Fouriera
a) Sygnat x = sin(2*pi*8*n/64):
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DFT sygnatu powyzej:
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Sygnat po odwrotnej transformacie Fouriera:
Sygnat po odwrotnej transformacie Fouriera
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b) Sygnat x = sin(2*pi*8.5*n/64):
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DFT sygnatu powyzej:
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Sygnat po odwrotnej transformacie Fouriera:
Sygnat po odwrotnej transformacie Fouriera
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Z analizy powyzszych wykreséw wynika, ze odwrotna transformata Fouriera
zwraca sygnat bardzo podobny do sygnatu oryginalnego.



