SPRAWOZDANIE Z LABORATORIUM
PODSTAWY I ALGORYTMY PRZETWARZANIA

SYGNALOW
Wykonal: Termin:
Kacper Nowak 132752 Czwartek, godzina 9.15

Cwiczenie nr 6
Dyskretna Transformata Fouriera (DFT)




1. Podstawy obliczania DFT.

W dos$wiadczeniu porownano czas obliczania transformaty fouriera sposobem z definicji
oraz przy wykorzystaniu szybkiej transformaty fourieria. Pomiary wykonano kilkakrotnie oraz dla
r6znych wartosci N. Wykorzystano skrypt ,,DFTvsFFT.m”.

N 8 16 32 64 128 | 256 | 1024

Pomiar 1| FFT | 0.03260 | 0.03700 | 0.03600  0.03600 | 0.03600 | 0.03600 |0.03799

DFT | 0.30000| 0.18800 | 0.42499 | 1.31499 | 5.34299 | 21.7100 |377.777

Pomiar | FFT | 0.03600 | 0.03700 | 0.03700 | 0.03600 | 0.03499 | 0.03600 | --ernrn-

II DFT | 0.07499 | 0.19499 | 0.43799 | 1.33200 | 5.30099 | 21.8030 | -<-crnrev
Pomiar | FFT | 0.03799 | 0.02199 | 0.03400 | 0.04000 | 0.03600
I 1 pET ] 0.06200 | 0.09299 | 0.44600 | 1.38700 | 5.39100
Pomiar | FFT | 0.03600 | 0.03700 | 0.03600 | 0.03500 | 0.03799
IV DET | 0.07600| 0.15900 | 0.43200 | 1.50900 | 5.39700
Pomiar | FFT | 0.04100  0.03600 | 0.03500 | 0.03600 | 0.03600
V.| DFT |0.07700 | 0.17900 | 0.44100 | 1.47600 | 5.23199
Pomiar | FFT | 0.02400 | 0.03700 | 0.03600 | 0.04900 | 0.03699
VI | DFT | 0.04400 | 0.14800 | 0.41500 | 1.39300 | 5.17500

Tabela 1 — porownanie czasu obliczania FFT i DFT dla r6znych N.

W tabeli nr 1 podano czas obliczania transformat w sekundach. Odczytujac dane z tabeli
wida¢ bardzo wyraznie, ze czas potrzebny na obliczanie transformaty fourieria za pomoca
algorytmu FFT jest minimalny. Mozna wnioskowa¢, iz wigkszo$¢ czasu potrzebna do wykonania
obliczen jest minimalny, gdyz praktycznie nie zmienial si¢ wraz ze wzrostem ilo$ci probek sygnatu.
Wigceej czasu niz obliczenia, zajmowala natomiast inicjalizacja zewngtrznej funkcji fft.

Algorytm obliczania z definicji dla 1024 probek liczyt ponad 6 minut, kiedy te same obliczenia
funkcja fft wykonata w 0,38 sekundy. Mozna zatem powiedzie¢, ze bez wykorzystania FFT
cyfrowa obrobka sygnalu w czasie rzeczywistym jest niemozliwa.
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Rysunek 1 — wykresy modutu i fazy obliczone z definicji i za pomoca fft — N=1024.
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Rysunek 2 — wykresy modutu i fazy obliczone z definicji i za pomoca fft — N=8.

Na rysunku 1wykreslono wyniki transformaty fouriera dla N=1024. Wykresy modutéw nie
r6znia dla obu metody, natomiast wykresy kata r6znia sie od siebie od k-tej probki (zjawisko
zaobserwowano dla np. N=8 , k=3 — rysunek nr 2). Nie ustalono czym jest to spowodowane,
prawdopodobnie przyczyna tkwi w sposobie prezentacji kata ( rozwijanie fazy ).

Funkcje m2freq dotaczono do sprawozdania. Cate jej dziatanie zawiera si¢ w jednym
wierszu:

f=m*fp/length(m);

m — jest wektorem numerdéw probek,

fp — jest czgstotliwos$cia probkowania

Zatem wektor f bedzie zawierat czgstotliwosci odpowiadajace kolejnym préobka.



2. Probkowanie widma ciaglego.

Probkowanie widma ciagtego wiaze si¢ z dobrym doborem czgstotliwos$ci probkowania oraz
dhugosci probkowanego fragmentu sygnatu. Do zaobserwowania tych zjawisk wykorzystano skrypt
»dft _ciagla.m”.

Szereg probek w dziedzinie czasu

! & T & ! ! % T %
— 0s r B
=
) o & & 4
[
05 F - o .
1 I I & I I
0 2 4 B g 10 12
Czas [s]

Widrno amplitudowe dziedzinie czestotliwosci

45 T T T T T ]
o 4 r ]
5 25 ¢ 1
z 15 | ‘ .
Us L 1 [ 1 1 1 [ | i
0 10 20 30 40 50 60 70
Czestotliwosc [Hz]
Widrno armplitudowe dziedzinie czestotliwosci - z aproxymacji wzorem
DD@ T T T T T T N
005 ‘ E
2 il | 1 J
5 005 | ! : : ]
z 015 E
DD2§ 1 | I | | | ]

Rysunek 3 — a) sygnat — pottora okresu =8, fs=64, N=12 b) i ¢) widma amplitudowe.

Na rysunku nr 3 wyznaczono widmo amplitudowe sygnatu sinusoidalnego, analizujac
pottora okresu tego sygnatu. Wykres ¢) na tymze rysunku jest widmem aproxymowanym na

podstawie wzoru:
N sin(z(k-m))

X(m)=—
(m) 2 w(k-m)
gdzie: m — czestotliwo$é dyskretna,
k — liczba okresow sinusoidy w N probkach.

Jak si¢ okazato aproksymacja jest daleka od rzeczywistosci wigc na nastgpnych rysunkach juz jej
nie zamieszczono.



Szereg probek w dziedzinie czasu
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Rysunek 4 — sygnat sinusoidalny — 16 pelnych okreséw f=8, fs=64, N=128 oraz jego widmo.

Zauwazmy, iz na rysunku nr 4 sygnat zostal sprobkowany nadmiarowo, probki sa roztozone
gesto, a widmo jest pionowym prazkiem o czgstotliwos$ci sygnatu = 8 Hz.

3. Przeciek widma.

W tym do$wiadczeniu uruchomiono skrypt ,,przeciek.m” , jednak do kolejnych
eksperymentow z widmem wykorzystano skrypt ,.dft przeciek widma.m” ,gdyz gotowy skrypt nie
dziatat w sposob zgodny z oczekiwaniami.
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Rysunek 5 — sygnat sinusoidalny — fp=64 Hz, fsin=8.5 Hz, N=64 probki. Niebieskie punkty
oznaczaja probki poddane FFT.
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Rysunek 6 — widmo sygnatu z rysunku nr 5.

Na rysunkach 5 1 6 zaobserwowano przeciek widma. Mimo duzej czgstotliwosci
probkowania, ponad 7 krotnie wigkszej niz czgstotliwos$¢ sygnatu, oraz duzej liczbie probek, widmo
sygnatu nie pozwala wykona¢ odwrotnej transformaty fouriera, informacja zostata utracona na
skutek przecieku widma.

Powyzsza sytuacja mita miejsce gdyz ustawiono czgstotliwos$¢ probkowania taka, ze nie mozna
byto przy jej pomocy wyrazi¢ niektorych probek. Ich energia ,,rozmyta si¢” na najblizsze probki w
sasiedztwie.

Efektowi przecieku widma mozna zapobiega¢ zwigkszajac rozdzielczo$¢ probkowania, czyli
zwigkszajac czestotliwos$¢ probkowania na tym samym fragmencie sygnatu. Czgsto zwigkszanie
rozdzielczo$ci probkowania niesie za soba duze koszty i komplikacji lub nie jest mozliwe. Znacznie
lepsza metoda jest taki wybor fragmentu sygnatu by zawierat petne wielokrotnosci okresu. Wtedy
przy nizszej czgstotliwosci probkowania mozna zapobiec przeciekowi widma.

4. Zwig¢kszanie rozdzielczosci DFT.

Dla sygnatu sinusoidalnego o f=8.5 Hz, przy fs=64 Hz i rozdzielczo$ci N=64
zaobserwowano przeciek widma ( skrypt ,,dft przeciek widma.m” ).
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Rysunek 7 — przeciek widma przed zwigkszeniem rozdzielczo$ci.



Aby zapobiec przeciekowi widma zwigkszono rozdzielczo$¢ probek dwukrotnie, do N=128.

Szereg probek w dziedzinie czasu

o & T T 4 T
@ ¢ @ oo o ¢ s © o @ ¢ @ T s et e
| e @ @ @ S o 1
0.a & @ S RN
& o N & & Lo
— & @ @ & & &
E & 5 o @
5 oL o o o £ @ o ]
] & & @@ & &
© ¢ @@ ¢ ¢ L3
08 @ & @ @ g
& g @ & & - - P
& ¢ ia4 & S
& A v o ¥ & o o
1 | ; i i & | % i
] 20 40 60 50 100 120 140
Czas [s]
Widrno amplitudows dziedzinie czestotliwosci
70 T T T T T
B0 line 1 i
50 - 8
£ 40 - 8
=
Z i 1
20 - 8
I+ 8
i i i i i
] 1 20 30 40 50 60 70

Czestotliwosc [Hz]

Rysunek 8 — po zwigkszeniu rozdzielczosci dwa razy.

Po zwigkszeniu rozdzielczosci efekt przecieku widma zniknat. Stato si¢ tak gdyz dla N=64 i
fs=64Hz transformata fft byla w stanie wiernie przeksztatci¢ jedynie sygnat zaczynajacy si¢ o 0 Hz
co 1 Hz. Zatem czgstotliwos$ci 8.5 Hz nie dato si¢ przy tych parametrach transformaty przeksztatcic.
Prazek 8,5 Hz ulegt ,,rozmyciu” na prazki sasiednie, jemu najblizsze, czyli 7, 9 Hz itd. ( rysunek 7).

Przy rozdzielczo$ci N=128 probek, krok czgstotliwosci zmalat do 0,5 Hz co umozliwito
przedstawienie prazka 8,5 Hz.



5. Zbadanie wlasciwosci czg¢Sci rzeczywistej i urojonej DFT.

Do analizy wykorzystano skrypt ,,dft czR czU.m”. Przeanalizowano sygnat sinusoidalny o

parametrach: =16 Hz, przy fs=128 Hz, N=128 prébek i zmiennej amplitudzie A=1,2,3.
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Rysunek 9 — Amplituda=I.
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Rysunek 10 — Amplituda=2
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Rysunek 11 — Amplituda=3.

Na rysunkach nr 9, 10 1 11 zaobserwowano, ze warto$¢ czgsci rzeczywistej, urojonej oraz
amplitudy widma, zmienia si¢ liniowo wraz z amplituda sygnatu.
Zmiana amplitudy sygnatlu nie wptywa natomiast na widmo fazy transformaty FT.



6. DFT sumy sygnalow.

Aby zbada¢ widmo sumy sygnatow wykrzystano skrypt ,,p/.m”” z modyfikacjami.
Zsumowano sinusoidy o trzech roznych cze¢stotliwosciach: 30, 35 1 60 Hz oraz szum biaty.

Nastepnie obliczono widmo takiego sygnahu.
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Rysunek 12 — widmo sumy czterech sygnatow.

S0

Na rysunku nr 12 zaobserwowano wszystkie trzy prazki pochodzace od sumowanych

sinusoid, a takze prazek w 0 powstaly od szumu biatego oraz prazki powstate na skutek
o czestotliwos¢ probkowania fs=100 Hz.

powielenia

Wszystkie czgstotliwosci zostaly od siebie odseparowane. Zatem mozemy powiedziec, ze fft jest

addytywna.
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Rysunek 13— widmo sumy czterech sygnatdéw i1 sktadowe;j statej.



Na rysunku nr 13 do sygnatu dodano jeszcze sktadowa stala. Z obserwacji wynika ze fft jest oprocz
addytywnos$ci rowniez liniowa.

Powyzsze spostrzezenia pozwalaja stwierdzi¢, ze fft ma zastosowanie przy analizowaniu
sktadowych czgstotliwosciowych sygnatow.

7. Widmo fazowe.

Do obserwacji widma fazowego wykorzystano poczatek skryptu zawarty w instrukcji do
¢wiczenia 1 napisano skrypt ,,widmo_fazowe.m” do wykonania wizualizacji wynikéw obliczen.
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Rysunek 14 — widmo fazowe tlumionej sinusoidy.

Na osiach widma fazowego kat podany jest w radianach.



8. Widmo sygnalu przesunig¢tego w czasie.

Do analizy wykorzystano skrypt ,.dft przes czas.m”. Obserwowano zmiany amplitudy i
fazy przy przesunigciu osi czasu sygnatu o delta t.
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Rysunek 16 — widmo sygnatu — delta t=0.
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Rysunek 17 — widmo sygnatu — delta t=0.
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Rysunek 18 — widmo sygnatlu — delta t=11.

140

Na rysunkach nr 16,17,18 stwierdzono, iz widmo amplitudowe sygnatu jest niezmienne,
natomiast r6zni si¢ faza. Taka obserwacja jest zgodna z twierdzeniem o przesunigciu.

9. DFT funkcji okna prostokatnego.

Arnplituda

Zaobserwowano widmo sygnatu prostokatnego o parametrach: dlugo§¢=128 probek,
okres=32 probki, wypetnienie=0.5, przy czgstotliwosci probkowania fs=128Hz.
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Rysunek 19 — widmo sygnatu prostokatnego.
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Czgstotliwos¢ sygnatu wynosita zatem f=4 Hz (128/32). Na wykresie amplitudy widma
zauwazono w tym miejscu prazek o wartosci ponad 80, kiedy wigkszo$¢ prazkow jest ponizej 20.

10. DFT sygnalu zespolonego.
Analizie poddano sygnat sin(t) + jcos(t) o czestotliwosci =16 Hz, przy fs=64 Hz i ilosci

probek N=128. W tym celu wykorzystano skrypt ,,dft sygn zesp.m”. Ponizej wykresy
transformaty fourieria:
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Rysunek 20 — widmo fazowe tlumionej sinusoidy.
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Zauwazono, ze mimo dobrego doboru czgstotliwosci probkowania i ilosci probek nastapit przeciek
widma dla cz¢sci urojonej. Dla czgsci rzeczywistej nie zaobserwowano przecieku widma.

11. Odwrotna dyskretna transformata Fouriera.

Analizie poddano sygnat sinusoidalny o parametrach: A=1 (amplituda), =8 Hz, fs=64 Hz, N=32
(dhlugos¢ sygnatu w probkach). W tym celu wykorzystano skrypt ,.fft i ifft.m”.
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Rysunek 21 — sygnat oryginalny i odtworzony funkcja ifft.
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Zaobserwowano, iz funkcja odwrotnej transformaty zwraca oryginalny sygnat bez
przektaman. Dzieje sig tak gdyz analizuje ona amplitudg 1 fazg widma. Informacje o same;j
amplitudzie bytyby nie kompletne i nie mozliwe statoby si¢ rozrdznienie czy sygnat byl sinusem,
czy cosinusem ( przy odpowiednio dobranym rozktadzie probek ).

12. WhiosKi.

Szczegdtowe wnioski z analiz umieszczono w odpowiednich punktach sprawozdania.
Ponizej ogdlne i nie pelne sformutowania zaobserwowanych zaleznosci:

> Szybka transformata fouriera umozliwia analizg sygnatu w czasie rzeczywistym. Obliczenia
z definicji sa catkowicie nieefektywne.

> Na wystapienie efektu przecieku widma ma wptyw dobdr analizowanego fragmentu, jego
dhugo$¢ i wycinek sygnatu. Nalezy stara¢ si¢ wybra¢ fragment bedacy pelnym okresem

sygnatu lub wielokrotnoscia.

» Zapobiegac przeciekowi widma mozna stosujac odpowiednie okno dla sygnatu, zwigkszajac
czgstotliwos$¢ probkowania, rozdzielczo$¢ probkowania.

> Zwigkszanie amplitudy sygnalu powoduje liniowe zwigkszanie wartosci czg$ci rzeczywistej
1 urojonej widma.

> Suma transformat sygnatow jest rowna transformacie sumy tychze sygnatéw. Ta zaleznos$¢
jest podstawa analizy sktadowych czgstotliwo$ciowych sygnatow.

> Aby zobaczy¢ pelna fazg w programie octave nalezy uzy¢ funkcji rozwijajacej fazg unwrap.
> Przesunigcie sygnalu w czasie zmienia fazg, a nie zmienia amplitudy widma.

> Dla sygnatow zespolonych nie mozna zrobi¢ fft, bo sprz¢zenie nie zachodzi i dlatego trzeba
robi¢ pelna transformate fouriera.

> Odwrotna transformata fouriera daje sygnat zgodny z pierwotnym.
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