Podstawy i algorytmy przetwarzania sygnatow Tomasz Gabrielczyk 127671

Dyskretna Transformata Fouriera (DFT)

1.  Podstawy obliczenie DFT.

Porownanie czaséw obliczenia DFT i szybkiej transformaty Fouriera FFT.

ZYozono$¢ obliczeniowa DFT jest proporcjonalna do:
t~N*
ZYozono$¢ obliczeniowa DFT jest proporcjonalna do:

N
t~—log, N
5 258

Poréwnanie ztozonos$ci obliczeniowej DFT 1 FFT:

N=8
tDFT/tFFT = 5.333333

N=16
tDFTAFFT = 8.000000

N=32
tDFTAFFT = 12.800000

N =64
tDFTAFFT = 21.333333

N=128
tDFTAFFT = 36.571429

N =256
tDFT/tFFT = 64.000000

Poréwnanie rzeczywistych czaséw wykonania DFT 1 FFT:

N=8
czas wykonania FFT tFFT= 0.016000
czas wykonania DFT tDFT=0.018999
tDFTAFFT =1.187438

N=16
czas wykonania FFT tFFT= 0.017999
czas wykonania DFT tDFT= 0.022000
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tDFTAFFT =1.222290

N=32
czas wykonania FFT tFFT= 0.017000
czas wykonania DFT tDFT= 0.023000
tDFTAFFT =1.352941

N =64
czas wykonania FFT tFFT= 0.017000
czas wykonania DFT tDFT= 0.025000
tDFT/FFT =1.470588

N=128
czas wykonania FFT tFFT= 0.019000
czas wykonania DFT tDFT= 0.029000
tDFTAFFT =1.526316

N =256
czas wykonania FFT tFFT= 0.016000
czas wykonania DFT tDFT= 0.054001
tDFTAFFT =3.375063
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Do skalowania prazkéw DFT na odpowiednie czg¢stotliwosci uzyto funkcji o

nastepujacym kodzie:

function [f] = m2freq (m, fs)

N = length(m);
mnoznik=fs/N;
f=mnoznik*m;

Poroéwnujac czasy obliczenia DFT i1 FFT dla krotkich sygnatow nie zauwazamy
roéznicy; zwigkszajac jednak dlugos$¢ sygnatu réznice w dtugosci trwania obliczen staja sig juz
znaczne. Tak wigc dla bardzo kroétkich sygnatow nie oplaca si¢ wytacza¢ tak mocarnego
narzgdzia jakim jest szybka transformata Fouriera; znaczna korzy$¢ z jej stosowania osiagamy

jednak juz przy sygnatach o dtugosci 64 probek.
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2. Probkowanie widma cigglego.

Wyznaczenie DFT dla sygnatu sinusoidalnego o catkowitej liczbie okresow.

Parametry:
foye=2Hz
f,= 64Hz
N =64
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Rys. 1 DFT sygnat sinusoidalny o czestotliwosci 2Hz

Wyznaczenie DFT dla sygnatu sinusoidalnego o catkowitej liczbie okreséw.

Parametry:
fiye=2,7Hz
f,= 64Hz
N =64
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Rys. 2 DFT sygnal sinusoidalny o czestotliwosci 2,7Hz

Jak wida¢ na powyzszych rysunkach dokladna DFT mozna wyznaczy¢ tylko dla
sygnatu o catkowitej liczbie okresow w N probkach. Dla sygnalu o nie catkowitej liczbie
okresOw obserwujemy przeciek widma(na rys. 2 wida¢ wigcej niz jedna czgstotliwose).
Analitycznie warunek na przeciek widma mozne zapisaé nastgpujaco:

m
fvyg * fpm'b ﬁ

Obserwacja efektu przyblizenia DFT funkcja:

N sin(z(k —m))

X(m) 27(k —m)
gdzie:
m -czgstotliwos¢ dyskretna
k -liczba okres6w w N probkach
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Rys. 4 Porownanie DFT sygnal sinusoidalny o czestotliwosci 4,1Hz
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Rys. 5 Porownanie DFT sygnal sumy dwoch sinusoid.

Z rys. 3 1 4 wynika, ze mozna stosowac¢ przyblizenie przy wyznaczaniu modutu dla
funkcji sinus i cosinus. DFT jest to przeksztatcenie dla sygnatow zespolonych, dla sygnatow

. . I N
rzeczywistych wartosci wyj$ciowe zespolone DFT (tzn. argumentow m 25—1) sa

nadmiarowe. Dlatego wilasnie pojawia si¢ prazki o czgstoSciach duzo kilkunastokrotnie
wyzszych od czestotliwosci sygnatu.

Za pomoca przyblizenia nie mozna wyznaczy¢ fazy. Ze wzoru (1) nie mozna
wyznaczy¢ DFT dla sygnalu o calkowitej liczbie okresow w N probkach. Za pomoca
przyblizenia nie mozna wyznaczy¢ DFT sygnalow bedacych sumami sinusoid (kazdy sygnat
mozna rozlozyé na sumg sinusoid),. Przyblizeniem (1) mozna wyznaczy¢ jedynie modut
pojedynczej funkcji sinus badz cosinus.

3.  Zwigkszanie rozdzielczosci DFT.

Rozdzielczos¢ DFT wynosi:
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Aby zwigkszy¢ rozdzielczo$¢ nalezy zwigkszy¢ ilos¢ probek. Mozna to zrobi¢ dodajac do

konca badanego sygnatu probki o wartosci zero.

x2=zeros(1:N2);

for z=1:N
x2(2)=x2(z)+x
endfor

(2);

f=fft(x2);

Przed zwigkszeniem rozdzielczosci:
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Rys. 6 DFT sygnat sinusoidalny o czestotliwosci 2,7Hz; 64 probki
Po zwigkszeniu rozdzielczos$ci:
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Rys. 7 DFT sygnal sinusoidalny o czestotliwosci 2,7Hz; 128 probek
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4.  Zbadanie wlasciwosci czesci rzeczywistej i urojonej DFT.

Parametry badanego sygnatu sinusoidalnego:

fsye=4,7Hz
for = 64Hz
N =64
= g: yg‘a’f ]
e} A ]
c B4°r ]
0 10 50 60 70
probki
r ‘ czesc rzéczywista DFT —— i
_ :m\ P TR ] ]
0 10 20 30 40 50 60 70
30 : _ ‘
20 + czesc urojona D(T —
10 .
0L w‘ NEREEREEE o . i
-10 + ‘ _
-20 ]
-30
0 10 20 30 40 50 60 70

Rys. 8 DFT sygnal sinusoidalny o czestotliwosci 4,7Hz

Z rys. 8 wida¢, ze czg$¢ rzeczywista jest parzysta wzgledem Srodkowych prazkow.
W przypadku czg$ci urojonej mamy do czynienia z nieparzystoscia. Wystgpowanie czgsci
rzeczywistej oraz nieparzystos$ci czesci urojonej jest spowodowane tym, ze badano sygnat
rzeczywisty. Nalezy pamigta¢, ze dla sygnatu rzeczywistego prazki numerach m > N /2
|sa czg$cia nadmiarowa. W przypadku czesci rzeczywistej wystepuje symetria parzysta, a dla
czegsci urojonej symetria nieparzysta.

Analiza warto$ci widma amplitudowego DFT.

Do analizy uzyto sygnatu sinusoidalnego o czgstotliwos$ci 4Hz zmieniaja jego amplitudg.
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Rys. 11DFT sygnat sinusoidalny o czestotliwosci 4Hz i amplitudzie 3
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Jak wida¢ z powyzszych rysunkow amplituda DFT nie jest identyczna z amplituda

sygnatu wejsciowego. Amplituda prazka jest jednak proporcjonalna do amplitudy sygnatu
wejsciowego. Podwojenie 1 potrojenie amplitudy sygnatu wejsciowego powoduje takze
podwojenie 1 potrojenie sygnatu wyjsciowego DFT. Skalowanie prazkow DFT zapisuje si¢

jako:

W przypadku sktadowej statej czynnikiem skalujacym jest nie

N
Appr = 4 ?

R4

sygnatu dodamy sktadowa stata o wartosci B to X(0) = N'B.
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Rys. 12 DFT sygnat sinusoidalny o czestotliwosci 4Hz i sktadowej statej o wartosci 1

Jako ciekawa obserwacje nalezy dodaé, ze modut DFT stracil symetri¢ parzysta po
dodaniu do sygnatu sktadowe;j state;j.
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5. DFT sumy sygnalow.

DFT jest przeksztalceniem linowym, dlatego suma transformat dwoch sygnalow
sinusoidalnych x 1 y jest rowna transformacie sygnalu x + y. Dzigki tej wlasciwosci mozna
bada¢ za pomoca DFT dowolny sygnat, poniewaz kazdy sygnal mozna przedstawi¢ jako sume
sinusoid.
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Rys. 12 DFT sumy sygnatow sinusoidalnych o czestotliwosciach 4Hz i 12Hz

6. Widmo fazowe.
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Rys. 13 Rozwiniecie fazy sinusoidy tumionej
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Rys. 14 Rozwiniecie fazy cosinusa

Na pierwszy rzut oka obie wykreslone fazy maja ze soba niewiele wspdlnego; jednak
sa to wykresy fazowe tego samego sygnalu. Roznice biora si¢ migdzy innymi z faktu,
iz w przypadku funkcji ‘unwrap’ obliczana jest znormalizowana faza; dzigki temu unikamy
znieksztalcen i przektaman.

7. Widmo sygnalu przesunigtego w czasie.
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Rys. 15 Sygnal przesunie w czasie (o 20 probek w prawo)
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Jak wida¢ z rys. 15 DFT przed i po przesunig¢ciu w czasie, ma taki sam modut a inna
faze. Przesunigcie w czasie zmienia natomiast faz¢ DFT. Oznacza to, ze otrzymano
empirystyczny dowdd potwierdzajacy zasadnos¢ twierdzenia o przesunigeiu:

X, (m) = " x (m)
gdzie:
k — ilo§¢ probek o ile przesunigto (liczba dodatnia przesunigcie w prawo, liczba
ujemna przesunigcie w lewo)
X(m) — ciag DFT przed przesunigciem
Xx(m) — ciag DFT po przesunigciu

8. DFT funkcji okna prostokatnego.
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Rys. 16 DFT okna prostokatnego

Z rys. 16 wynika, ze DFT okna prostokatnego ma nieparzyscie symetryczna faz¢ oraz
prawie parzyscie symetryczny modul(nie powtarza sig¢ warto§¢ X(0) odpowiadajace]
skladowej statej o wartosci 1). Widoczne jest, ze okienkowanie sygnatu oknem prostokatnym
bedzie niosto najwigksze zaktocenia dla prazkéw o najmniejszych oraz najwigkszych
czestotliwosci.
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9. DFT sygnalu zespolonego.

Parametry:
fsye= 3Hz
f, =64Hz
N =64

Badano sygnaty:
yi=i-sinQ2at/ f)+cos(z-t/ f,)
yv2=i-sinm/f  )+cosQx-t/f
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Rys. 17 DFT sygnatu zespolonego y1

wartosa
o o
aom
m

-1 -0.5 (0] 0.5 1

probki

70 ‘

60 - modut DFT E
50 ]
20 | ]
30 [ ]
20 ]
101 | | | | | ]
0 10 20 30 40 50 60 70
8; B ‘ ‘ ‘ fzalTFqui] ]
QT mu\‘\‘\\ \_\H “‘HHH M\ F\‘\H 1
gy e e e Ty
o 10 20 30 40 50 60 70

Rys. 18 DFT sygnatu zespolonego y2
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DFT sygnatu zespolonego nie musi posiada¢ symetrii parzysta modutu oraz symetrii
nieparzystej fazg. Dodatkowo, jesli sygnal zespolony sktada si¢ z sumy rzeczywistego
cosinusa i urojonego sinusa o tej samej czgstotliwosci amplituda prazka moze by¢ dwa razy
wigksza. Oznacza to, ze w przypadku DFT sygnatu zespolonego nie mozna nic przewidzie¢
przed obliczeniami.

10. Odwrotna dyskretna transformata Fouriera

Dla sprawdzenia czy rzeczywiscie transformata Fouriera jest operacja odwracalna
poddano temu przeksztalceniu dwa rézne sygnaty, a nastepnie po zbadaniu modutu widma
tych sygnatow poddano je przeksztatceniu odwrotnemu.

Generowany sygnat
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Rys. 19 Sinusoida przed poddaniem transformacie Fouriera.
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Rys. 20 Modut widma badanej sinusoidy
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Sygnat otrzymany z odwrotnej transformaty
1 ‘ ‘ : : :

06 r J

04 r 1

1 : : ; : :
0 50 100 150 200 250 300

Rys. 21 Sinusoida po odtworzeniu za pomocq odwrotnej transformaty Fouriera.
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Rys. 22 Sygnat trojkqtny przed poddaniem transformacie Fouriera.
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Rys. 23 Modul widma dla sygnatu trojkqtnego
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Sygnat otrzymany z odwrotnej transformaty
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Rys. 24 Sygnal trojkqtny po odtworzeniu za pomocq odwrotnej transformaty Fouriera.

Transformata Fouriera jest, wigc operacja odwracalna.
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