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Dyskretna Transformata Fouriera (DFT) 
 
 

Celem �wiczenia jest zapoznanie si� z podstawowymi wła�ciwo�ciami 
dyskretnego przekształcenia Fouriera. Badanie odwrotnego dyskretnego 
przekształcenia Fouriera. Porównanie wydajno�ci obliczeniowej szybkiego 
przekształcenia Fouriera i dyskretnego przekształcenia Fouriera obliczanego z 
definicji. Badanie próbkowania widma ci�głego i analiza zjawiska przecieku widma. 
Badanie wła�ciwo�ci cz��ci rzeczywistej i urojonej widma, oraz realizacja operacji 
rozwijania fazy. 
 

1. Podstawy obliczania DFT 
 

Dyskretne przekształcenie Fouriera jest procedur� matematyczn� u�ywan� do 
wyznaczenia zawarto�ci harmonicznej lub cz�stotliwo�ciowej sygnału dyskretnego. 
DFT pochodzi od ci�głego przekształcenia Fouriera: 
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gdzie x(t) jest pewnym sygnałem ci�głym w dziedzinie czasu. 

DFT zdefiniowany jest jako dyskretny ci�g X(m) w dziedzinie cz�stotliwo�ci: 
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gdzie x(n) jest dyskretnym ci�giem spróbkowanych warto�ci w dziedzinie czasu 
ci�głej funkcji x(t). 

Równanie DFT mo�na przekształci� z zale�no�ci Eulera 
)sin()cos( θθθ je j −= na równowa�ne: 
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Z powy�szego wzoru wynika, �e ka�dy człon wyj�ciowy X(m) DFT stanowi 

sum� punkt po punkcie iloczynu ci�gu warto�ci wej�ciowego sygnału i przebiegu 
zespolonego postaci cos(�)-jsin(�). 

Dokładne warto�ci cz�stotliwo�ci ró�nych przebiegów sinusoidalnych zale�� 
zarówno od szybko�ci próbkowania fs, z jak� był próbkowany sygnał oryginalny, jak 
te� od liczby próbek N. Warto�ci cz�stotliwo�ci N kolejnych punktów na osi 
cz�stotliwo�ci, w których s� wyznaczane pr��ki DFT, s� okre�lane jako 
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a) Przykładowe sygnały bazowe dyskretnego przekształcenia Fouriera. 
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b) Porównanie czasu obliczania DFT z definicji z czasem obliczania FFT 
 
Długo�� sygnału x 

[N] 
�redni czas obliczania DFT 

[s] 
�redni czas obliczania FFT 

[s] 
8 0.125999 0.000000 
16 0.001999 0.001000 
32 0.003000 0.001001 
64 0.004000 0.001000 

128 0.007000 0.001000 
256 0.027001 0.000999 

 
Powy�sza tabela powstała na podstawie skryptu porownanie.m, który porównuje 
czas wykonania oblicze� DFT z FFT. Z analizy ró�nic w czasie oblicze� wynika, �e 
FFT jest o wiele szybszy - czas wykonania tej operacji nie ro�nie tak bardzo wraz ze 
wzrostem długo�ci sygnału badanego jak w przypadku DFT. 
 
Skrypt porownanie.m. 
%Porównuje DFT z FFT 
% parametry 
N = 256;   % dlugosc sygnalu w probkach 
f = [1000, 2000]; % czestotliwosci sygnalow skladowych 
ph = [0, (3/4)*pi]; % przesuniecia fazowe skladowych 
A = [1, 0.5];  % amplitudy skladowych 
bias = 0;  % wartosc skladowej stalej 
fs = 8000;  % czestotliwosc probkowanie 
mnoznik = 5;  % zageszczenie probek dla reprezentacji ,,ciaglej'' 
n = 1:N; % indeksy probek dla sygnalow bazowych 



% indeksy dla reprezentacji ,,ciaglych'' 
nContSize = mnoznik*N;  
 
% indeksy próbek 
nSamp = 1:N;    % indeksy dla probek cyfrowych 
nCont = linspace(1,N,nContSize); % indeksy dla ,,ciaglych'' wersji sygnalow 
 
% synteza sygnalu 
freqLen = length(f); 
x = zeros(1, 1:N); 
xCont = zeros(1, 1:N*mnoznik); 
for k=1:freqLen 
 x = x + A(k)*sin(2*pi*f(k)*(nSamp-1)./fs + ph(k)); 
 xCont = xCont + A(k)*sin(2*pi*f(k)*(nCont-1)./fs + ph(k)); 
endfor 
 
% dodanie skladowej stalej 
x = x + bias; 
xCont = xCont + bias; 
 
% inicjalizacja macierzy z wektorami przestrzeni bazowej 
mSize = N; 
B  = zeros(mSize, N); 
BCont  = zeros(mSize, nContSize); 
 
%  Obliczanie bazy 
m = 1:N; 
B(m,n) = exp(-i*2*pi*(m-1)'*(n-1)/N); 
  for iM= 1:mSize 
   for iN = 1:nContSize 
  BCont(iM,iN) = exp(-i*2*pi*(m(iM)-1)*(nCont(iN)-1)./N); 
   endfor 
  endfor; 
 
%   Porownanie  
 
%   Obliczanie DFT 
disp("Obliczam DFT z definicji") 
X = zeros(1,mSize); 
% wlaczenie "stopera" mierzacego czas wykonania operacji 
tic() 
for iM = 1:N 
 X(iM) = x * (B(iM,:).'); 
endfor 
% zatrzymanie "stopera" 
printf("\tczas wykonania DFT = %f \n",toc); 
 
%   Obliczanie FFT  
disp("Obliczam FFT") 
Y = zeros(1,mSize); 



% wlaczenie "stopera" mierzacego czas wykonania operacji 
tic() 
Y=fft(x,N); 
% zatrzymanie "stopera" 
printf("\tczas wykonania FFT = %f \n",toc); 
 

c) Funkcja m2freq() dokonuj�ca konwersji numerów pr��ków (m = 0 ... N-
1) na cz�stotliwo�ci analizy. 

Prototyp funkcji: 
function [f] = m2freq(m, fs) 
%M2FREQ dokonuje konwersji numerów na cz�stotliwo�ci analizy 
% [f] = m2freq(m, fs) 
% 
% Wejscie: 
% m - wektor wierszowy z numerami pr��ków, 
% fs - cz�stotliwo�� próbkowania. 
% 
% Wyjscie: 
% f - wektor wierszowy z cz�stotliwo�ciami analizy 
% odpowiadaj�cymi poszczegolnym numerom pr��ków. 
N=length(m); 
f=m*fs/N; 
endfunction 
 

2. Próbkowanie widma ci�głego 
 
Obserwacja efektu próbkowania widma ci�głego dla przebiegu, który 
aproksymowany jest przez funkcj�: 
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gdzie: m  – cz�stotliwo�� dyskretna, 
 k  - liczba okresów sinusoidy w N próbkach. 
 

a) Ci�głe widmo dyskretnego ci�gu cosinusoidalnego o sko�czonym 
czasie trwania: N=16, k=2; 
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b) Ci�głe widmo dyskretnego ci�gu cosinusoidalnego o sko�czonym 

czasie trwania: N=16, k=2.4; 
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 Na powy�sze wykresy nało�ony jest tak�e na czerwono miejsca w których na 
osi dodatniej x wyst�puj� pr��ki. Z analizy otrzymanych wyników wynika, �e w 
przypadku całkowitej ilo�ci okresów sygnału w próbkach istnieje tylko jeden pr��ek 
niezerowy, natomiast w przeciwnym wypadku nast�puje rozło�enie si� tego pr��ka, 
czyli przeciek energii do wszystkich innych pr��ków DFT. 



c) DFT x(n) dla N=16 i całkowitej liczbie okresów T=2 w N próbkach, 
cz�stotliwo�� sygnału wynosi zatem  fS=2/16=1/8Hz=0.125Hz 
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Cz�stotliwo�� analizy fanalizy=1/16Hz. 
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Z analizy powy�szych wykresów wynika, �e pr��ki wyst�piły na cz�stotliwo�ciach 
0.125 i 0.875 poniewa� fanalizy jest wielokrotno�ci� cz�stotliwo�ci sygnału i jedn� z 
własno�ci dyskretnej transformaty Fouriera jest symetria. 
 

)()( mNXmX −= ∗  
 



d) DFT x(n) dla N=16 i niecałkowitej liczbie okresów T=2.4 w N próbkach, 
cz�stotliwo�� sygnału wynosi zatem  fS=2.4/16=0.15Hz 
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Cz�stotliwo�� analizy fanalizy=1/16Hz. 

 0
 1
 2
 3
 4
 5
 6
 7

 0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9  1

|x
(n

)|

f [Hz]

modul

line 1

 0
 1
 2
 3
 4
 5
 6
 7

 0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9  1

|x
(n

)|

f [Hz]

modul

line 1
line 2

 0
 1
 2
 3
 4
 5
 6
 7

 0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9  1

|x
(n

)|

f [Hz]

modul

 0
 1
 2
 3
 4
 5
 6
 7

 0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9  1

|x
(n

)|

f [Hz]

modul

-4
-3
-2
-1
 0
 1
 2
 3
 4
 5
 6

 0  2  4  6  8  10  12  14  16

R
e(

x(
n)

)

n

czesc rzeczywista

-4
-3
-2
-1
 0
 1
 2
 3
 4
 5
 6

 0  2  4  6  8  10  12  14  16

R
e(

x(
n)

)

n

czesc rzeczywista

-4
-3
-2
-1
 0
 1
 2
 3
 4
 5
 6

 0  2  4  6  8  10  12  14  16

R
e(

x(
n)

)

n

czesc rzeczywista

-4
-3
-2
-1
 0
 1
 2
 3
 4
 5
 6

 0  2  4  6  8  10  12  14  16

R
e(

x(
n)

)

n

czesc rzeczywista

-15
-10

-5
 0
 5

 10
 15

 0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9  1

an
gl

e(
x(

n)
)

f [Hz]

faza w stopniach

-15
-10

-5
 0
 5

 10
 15

 0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9  1

an
gl

e(
x(

n)
)

f [Hz]

faza w stopniach

-15
-10

-5
 0
 5

 10
 15

 0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9  1

an
gl

e(
x(

n)
)

f [Hz]

faza w stopniach

-15
-10

-5
 0
 5

 10
 15

 0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9  1

an
gl

e(
x(

n)
)

f [Hz]

faza w stopniach

-2
-1.5

-1
-0.5

 0
 0.5

 1
 1.5

 2

 0  2  4  6  8  10  12  14  16

Im
(x

(n
))

n

czesc urojona

-2
-1.5

-1
-0.5

 0
 0.5

 1
 1.5

 2

 0  2  4  6  8  10  12  14  16

Im
(x

(n
))

n

czesc urojona

-2
-1.5

-1
-0.5

 0
 0.5

 1
 1.5

 2

 0  2  4  6  8  10  12  14  16

Im
(x

(n
))

n

czesc urojona

-2
-1.5

-1
-0.5

 0
 0.5

 1
 1.5

 2

 0  2  4  6  8  10  12  14  16

Im
(x

(n
))

n

czesc urojona

 
 
Poniewa� analizowany powy�ej ci�g wej�ciowy nie ma całkowitej liczby okresów w 
przedziale 16 próbek, energia wej�ciowa przecieka do wszystkich innych pr��ków 
DFT. 
Przeciek powoduje, �e dowolny sygnał wej�ciowy, którego cz�stotliwo�� nie jest 
dokładnie równa cz�stotliwo�ci, dla której jest wyznaczany dany pr��ek DFT, 
przecieka do wszystkich innych wyznaczanych pr��ków DFT. 
 
 



3. Przeciek widma 
 
Wyznaczenie DFT dla przebiegu sinusoidalnego, którego cz�stotliwo�� fsin jest ró�na 
od cz�stotliwo�ci analizy DFT fa, czyli: 
 

N
m

ff s≠sin  

gdzie: 
m = 0,1,...,N-1   – cz�stotliwo�� dyskretna, 
fs    – cz�stotliwo�� próbkowania, 
N    – długo�� transformaty. 
 
N=64; 
f=8.75Hz; 
fp=64Hz; 
x(n)=sin(2*�*f*n/fp); 
fa=fp/N=1Hz; 
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Na powy�szym wykresie przedstawiony jest przeciek widma. Zachodzi on w 
przypadku kiedy cz�stotliwo�� sygnału nie jest całkowit� wielokrotno�ci� 
cz�stotliwo�ci analizy DFT. 
 

4. Zwi�kszenie rozdzielczo�ci DFT 
 

n=(0:63); 
x=sin(2*pi*8.75*n/64); 
 
Zwi�kszamy rozdzielczo�� DFT poprzez doło�enie na ko�cu badanego sygnału zera, 
co powoduje zwi�kszenie długo�ci transformaty i zmniejszenie warto�ci 
cz�stotliwo�ci analizy fa. 



 
Je�eli nasza nowa transformata ma długo�� N=256 nale�y doło�y� 192 zera. 
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Cz�stotliwo�� analizy wynosi fanali=64/256=0.25Hz. 
Z analizy powy�szego wykresu wynika, �e maksimum jest dla cz�stotliwo�ci 8.75Hz, 
czyli cz�stotliwo�ci sygnału. 
Dodanie do ci�gu wej�ciowego zer poprawi rozdzielczo�� wyniku DFT, ale istnieje 
praktyczna granica okre�laj�ca, jak wiele mo�emy zyska� przez dodanie wi�kszej 
liczby zer.  
 

5. Zbadanie wła�ciwo�ci cz��ci rzeczywistej i urojonej DFT. 
 

a) Sygnał x = sin(2*pi*8.75*n/64), N=64 
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b) Sygnał x = 2*sin(2*pi*8.75*n/64), N=64 
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c) Sygnał x = 3*sin(2*pi*8.75*n/64), N=64 
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d) Sygnał x = sin(2*pi*8*n/64), N=64 
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e) Sygnał x = sin(2*pi*8*n/64)+1, N=64 
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Z analizy powy�szych wykresów wynika, �e moduł jak i cz��� rzeczywista DFT 
charakteryzuje si� wła�ciwo�ci� zwan� symetri� parzyst�, podczas gdy faza i cz��� 
urojona DFT charakteryzuje si� symetri� nieparzyst�. Wykresy a, b, c przedstawiaj� 
wpływ zmiany amplitudy sygnału na widmo amplitudowe tego sygnału. Zwi�kszaj�c 
amplitud� proporcjonalnie ro�nie widmo amplitudowe oraz ponadto cz��� 
rzeczywista i urojona DFT. 
Je�eli do sygnału dodamy składow� stał� (wykres e) pojawi si� ona w zerowym 
pr��ku zgodnie z zale�no�ci�: 

X(0)=N*w; 
 

gdzie: w - składowa stała sygnału. 
 

6. DFT sumy sygnałów 
 

a) Sygnał x = sin(2*pi*8*n/64), N=64 
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b) Sygnał y = sin(2*pi*10*n/64), N=64 
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c) Sygnał z = x + y, N=64 
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Z analizy powy�szych wykresów wynika, �e DFT ma bardzo wa�n� 
wła�ciwo�� znan� jako liniowo��. Wła�ciwo�� ta mówi, �e DFT sumy dwóch 
sygnałów jest równa sumie transformat ka�dego z sygnałów; to jest, je�li ci�g 
wej�ciowy x(n) ma DFT równ� X(m), inny za� ci�g wej�ciowy y(n) ma DFT równ� 
Y(M), wówczas DFT sumy z = x + y tych ci�gów jest równy: 

Z(m)=X(m)+Y(m). 
 

7. Widmo fazowe 
 
Obserwacja wykresu fazowego badanego sygnału, rozwijanie fazy.  
W tym punkcie wykorzystali�my poni�szy kod: 



t = [0:1:1000]; % os czasu 
syg = t.*exp(-0.019*t).*sin(2*pi*t/20); % sygnał (tlumiona sinusoida) 
y = fft(syg); % DFT 
yf = angle(y); % faza z DFT 
yfr = unwrap(yf); % rozwinieta faza 
 
Sygnał ma posta�: 
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8. Widmo sygnału przesuni�tego w czasie 
 

a) Sygnał x =sin(2*pi*7*n/64) 
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b) Sygnał x =sin(2*pi*7*n/64+2*pi*7*3/64) przesuni�ty o 3 próbki 
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Z analizy powy�szych wykresów wynika, �e je�eli punkt, w którym 

rozpoczynamy próbkowanie x(n) jest przesuni�ty o k próbek to wyj�ciowe widmo 
Xprzesuniety(m) DFT ma moduł taki sam jak X(m), natomiast zmianie ulega jedynie 
widmo fazowe, zgodnie z zale�no�ci�: 

 
Xprzesuniety(m) = ej2�km/NX(m), 

 
je�eli próbkowany sygnał x(n) jest przesuni�ty w prawo to k jest dodatnie, natomiast 
je�eli w lewo to mamy wtedy –k. 
 

9. DFT funkcji okna 
 

a) Okno prostok�tne o długo�ci 24 próbek 
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DFT sygnału przedstawionego powy�ej ma posta�:  
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b) Okno prostok�tne o długo�ci 22 próbek 
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DFT sygnału przedstawionego powy�ej ma posta�:  
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c) Okno prostok�tne o długo�ci 32 próbek 
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DFT sygnału przedstawionego powy�ej ma posta�:  
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10. Odwrotna dyskretna transformata Fouriera 
 

a) Sygnał x = sin(2*pi*8*n/64): 
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 DFT sygnału powy�ej: 
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Sygnał po odwrotnej transformacie Fouriera: 
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b) Sygnał x = sin(2*pi*8.5*n/64): 
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 DFT sygnału powy�ej: 
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Sygnał po odwrotnej transformacie Fouriera: 
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 Z analizy powy�szych wykresów wynika, �e odwrotna transformata Fouriera 
zwraca sygnał bardzo podobny do sygnału oryginalnego. 
 


