Estymacja przedzialowa

Przedzialy ufnosci

Na poprzednim wykladzie zajmowalis$my si¢ ocenami punktowymi szacowania nieznanych parametrow,
tzn. chodzito o podanie jednej liczby mozliwie najmniej r6zniacej si¢ od nieznanej wartosci parametru.
Taka estymacja punktowa parametrow, bez wskazania stopnia doktadnos$ci oszacowan, jest czgsto
niewystarczajaca.

W przeciwienstwie do estymacji punktowej, estymacja przedziatowa jest metoda pozwalajaca nie tylko na
oszacowanie wartosci parametru jakiegos rozktadu, ale rowniez podanie doktadnosci z jaka to
oszacowanie wykonano.

Podstawy metod estymacji przedziatowej opracowat polski statystyk Jerzy Sptawa — Neyman.

Idea estymacji przedziatowej polega na tym, Ze zamiast szacowania parametru € za pomoca jednej liczby,
nalezy znalez¢ przedziat (z,, z;) zwany przedzialem ufnosci, w ktérym nieznany parametr znajdzie si¢ z
zadawalajacym nas prawdopodobienstwem. Konce tego przedziatu musza by¢ wigc zmiennymi
losowymi, bedacymi statystykami:

z,=fi(x)5e0x,) 1z, = (X500 X))
gdzie x,,..,x, n-elementowa probka z populacji, w ktorej cecha X ma rozklad typu ciaglego, zalezny

od nieznanego parametru 6, takimi, aby P{0 €(z,,z,)} bylo bliskie 1. Bliskos¢ 1 okresla sig liczba 1 — a

1 nazywa si¢ poziomem ufnosci.
Definicja.
Jesli dla danego a € (0,1) jest spetniona réwnos¢: P(z, <0<z,)=1-«a , 3.1

to przedziat (z,,z,) nazywamy przedzialem ufnosci dla parametru 6,

aliczbg 1 —a - poziomem ufnosci,
za$ o — poziom istotnosci.

Im mniejsze a, tym dtuzszy przedziat utnosci. Zazwyczaj o przybiera jedna z wartosci: 0,1, 0,05, 0,01,
przy czym warto$¢ o = 0,05 jest najczgsciej uzywana — moéwimy wowczas o 95 % przedziale ufnosci.
Sposéb okreslania przedzialu ufnosci zalezy od rozktadu, w ktorym wystegpuje nieznany parametr, od tego
czy znamy pozostate parametry w tym rozktadzie oraz od liczebno$ci proby. Z praktycznego punktu
widzenia pozadane jest, aby przy danym a, przedziat ufnosci byt najkrotszy.

Z podanego okre$lenia wynika, ze przedziat ufnosci jest przedziatem losowym, zmieniajacym si¢ od
probki do probki. Niektore otrzymane na podstawie probek przedzialy beda zawieraly nieznana wartos¢
parametru 6, inne nie. Wzo6r (3.1) nalezy interpretowac w ten sposob, ze w duzej serii probek czgstosé
zdarzenia polegajacego na tym, ze przedziat ufnosci pokrywa nieznana warto$¢ parametru 6, jest w
przyblizeniu rowna 1 —a..

0 oznacza parametr, ktorego warto$¢ chcemy oszacowac. Moze to by¢ na przyktad warto$¢ $rednia,
wariancja albo odchylenie standartowe jakiegos rozktadu.

Poszukujemy takich dwoch wartosci z; 1 z», aby przedzial przez nie wyznaczony z zadanym
prawdopodobienstwem zawieral w sobie rzeczywista warto$¢ parametru 6, .

Wyjasnijmy pewien problem natury logicznej. Podkreslone zdanie ma do$¢ ztozona formeg. Nie bez
powodu. Wbrew pozorom, nie jest ono tozsame ze stwierdzeniem, ze poszukiwana wartos¢ z zadanym
prawdopodobienstwem znajduje si¢ w tym przedziale. Parametr 6 przyjmuje jedna, konkretna warto$c¢.
To, ze jej nie znamy, nie zmienia faktu, ze taka rzeczywista wartos¢ istnieje. Tak wiec dla jakiego$
przedziatlu, prawdopodobienstwo, ze ta rzeczywista warto$¢ nalezy do tego przedziatu jest albo rowne 1
albo rowne 0. Innych mozliwosci nie ma. Zwro¢my uwagg, ze o ile wartos¢ 6, jest jednoznaczna 1 zalezy
tylko od badanego rozktadu, o tyle z; iz,sa zmiennymi losowymi i tak naprawdg zaleza od prob
losowych. W zwiazku z tym, podkreslone zdanie nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze gdybysmy wyznaczyli
przedzial ufnos$ci np. 100 razy to zazwyczaj okoto 100 ( 1 - o ) przedziatéw zawieratoby w sobie
rzeczywista warto$¢ parametru 6.
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Kazdy 7 przedzialow zaznaczonych na powyiszym rysunku stanowi realizacje przedziatu ufnosci na
poziomie ufnosci 1 — o dla nieznanego parametru @.

Lewostronnym przedziatem ufnosci nazywamy przedziat ufnosci postaci (- , z;).
Prawostronnym przedzialem ufnosci nazywamy przedziat ufnosci postaci (z; , +o).
@ Istnieje nieskonczenie wiele przedziatéw ufnosci dla danego poziomu ufnosci.

@ Dla poziomu ufno$ci réwnego jednosci przedziat ufno$ci rozciaga sie od minus do plus
nieskonczonosci.

Do estymacji przedzialowej dla maltych prob (n<30) losowanych z populacji o rozkladzie
normalnym

wartosci oczekiwanej - stosuje si¢ rozklad t Studenta

wariancji i odchylenia standardowego - stosuje si¢ rozklad chi - kwadrat

Przyklady znajdowania przedzialow ufnosci.
Przedzialy ufnosci dla Sredniej.

Model 1.

Cecha X elementdéw populacji generalnej ma rozktad normalny N( m ; 6 ), przy czym odchylenie
standardowe ¢ jest znane, a m nieznane. Znalez¢ przedziat ufnosci dla warto$ci przecigtnej m.
Przyjmijmy za estymator parametru m §rednia empiryczna z proby o licznosci n:

X, =13x,
n o
Statystyka X, jest zmienna losowa o rozktadzie: N(m;o/ Jn ).

Dokonujac standaryzacji zmiennej losowej X, , otrzymamy nowa zmienna losowa:

n?o

X -
U:nim\/;
o)

Zgodnie z definicja przedziatu ufnos$ci, musimy znalez¢ takie dwie warto$ci zmiennej losowej u; 1 u,, Zeby
prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa U przyjmie warto$¢ spomigdzy u; a u, byto rowne

poziomowi ufnosci, czyli 1-a:

Pu, <U<u,)=0u, —u,)=1-«a



Oczywiscie oznacza to, ze réznica wartosci dystrybuanty w punkcie u; i w punkcie u;

U 2 I
jest rowna temu prawdopodobienstwu. A wigc obszary na lewo i na prawo od zaznaczonego obszaru
odpowiadaja odpowiednio prawdopodobiefstwu o 1 o
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Jak widaé: @ + 0, = | u,=u(a,), u, =u(l-a,)

Tak wigc rownanie definiujace przedziat ufnosci mozna przedstawi¢ w postaci:

X —m
P(” (al) < na \/; < u(l -, )) =l-a , a po przeksztatceniach:

o)

P(u(a,) \/;

= c
<X, —m<u(l-a,)—)=1-«
n ﬁ

PX —u(a) S <m<X +u(l-a,) L )=1-a
n

Jn Jn

otrzymamy przedzial losowy zawierajacy z prawdopodobienstwem / — a nieznang warto$¢ $rednia m:

o L

- -

Zauwazmy, ze powyzsza formula definiuje nieskonczenie wiele przedziatoéw utnosci, w zaleznosci od
wybranej wartosci jednego z parametrow .
Ponizej przedstawiono 3 najczesciej uzywane przedziaty utnosci:

(X, —u(a,) , X, tu(l-a,)

1) Lewostronny przedziat ufnosci:
_— o)
o, =0 (-0, X —u(la)—)
1 >“*n ﬁ

2} Prawostronny przedzial ufnosci:

a,=0 (X, —u(l—a)an,m)

In



3) Symetryczny wzgledem wartosci $redniej przedzial ufnosci — najczesciej uzywany:
o - a, o o a, o
o =a,=_ (X,~u(l=") =, X, ~u(_) )
2 2" /n 2" /n
Poniewaz standaryzowany rozktad normalny jest symetryczny wzgledem zera, to:

a a . . . . .
U(E) =—u(l - 5) , wige symetryczny przedzial ufnosci mozna zapisac jako:

_ a, o a, o
(Xn—u(l—z)n,XnJru(l—z))

T T

Przedzial ufnosci jest symetryczny wzgledem tej $redniej X, .
Przedzial ufnosci dla $redniej m w populacji otrzymuje si¢ ze wzoru:

= o = o
PiX, —u, —<m<X, +u, - —,=l—-a @32
{ n JZ} .
gdzie:

u, =u(l- %) - jest warto$cia zmiennej losowej U o rozkladzie normalnym,

Warto§¢ u, dla danego wspolczynnika ufnosci 1-o0 wyznacza si¢ z rozkladu normalnego

a

standaryzowanego N (0,1), w taki sposob, by spetniona byta relacja:
P{~u, <m<u,}=1-«a

u, jest taka wartoscia zmiennej losowej o rozktadzie normalnym standaryzowanym, ze pole powierzchni
pod krzywa ggstosci w przedziale (-u,,u,) wynosi 1-a, a pole pod krzywa ggstosci na prawo od u, i na
lewo od - u, wynosi po a/2.

Sl

Model 2.
Estymacja przedzialowa wartosci oczekiwanej p dla n<30.

Cecha X populacji ma rozktad N(u ; ), przy czym zaréwno u jak i o stanowia nieznane parametry tego
rozktadu.

_ - 1 <&
X — . — . .
Statystyka ¢ = T‘u«/n -1, gdzie X = ; § X, 8= , h — liczebnos¢ probki,
i=1



ma rozktad t Studenta o n-/ stopniach swobody. Poniewaz rozktad tej statystyki jest niezalezny od
nieznanych parametrow u jak i g, a zalezy tylko od liczebnos$ci proby, zatem statystyke t¢ mozna
wykorzysta¢ do konstrukcji przedziatu ufnosci dla warto$ci przecigtnej p.

Mozna zapisac:

Pl <z, )=1-a

1-a ol/2

Przeksztatcajac powyzsze rownanie:

P[x;’u«/n—l <tWJ=1—a

~

—t Sx<y<)_c+tn,a3‘)=1—a (3.4)

n,a

gdzie S, = odchyleniem standardowym $redniej arytmetyczne;j.

Roéwnanie (3.4) interpretujemy nastepujaco:
(1-a)100% przedziatem ufnosci dla nieznanej wartosci oczekiwanej jest przedziat okreslony

~ ~

podwdjna nierdwnoscia: X —¢, S, < 4 <X +t, S.. Wartosci krytyczne t, , rozkladu t Studenta

n,a

odczytujemy z tablic dla liczby stopni swobody » = n-1.

Przyklad 3.1:
Pobrano probke o licznosci 100 danych z populacji o rozktadzie N(2 ; 0.2). Dla tych 100 danych

obliczono X ,=2.0031 o=0.1967. Wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla Sredniej przy poziomie ufnosci
1-o0 =0.95.



Przyklad 3.2:
Wzigto probke o licznosci n = 4 z populacji o rozkladzie normalnym. Obliczono, ze:

X =2.105 S =0.19841. Wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla wartoéci $redniej na poziomie ufnosci 0.95.

Model 3.

Cecha X populacji generalnej ma rozktad dowolny o nieznanych parametrach, czyli nieznanej wartosci

przecietnej u i skonczonej wariancji O . Zaktadamy liczebnos¢ proby n > 30.
Z centralnego twierdzeniaﬁgranicznego wynika, ze statystyka :

t= X-u Jn ma asymptotyczny rozktad N0 ; 1).
o

2
Ze wzgledu na duza liczno$¢ probki, nieznana warto$§¢ ¢ zastgpujemy przez estymator S obliczony z
probki.
Zatem model ten sprowadza si¢ do modelu 1, czyli:

y:Xiu(l—g)

Sl

A | - —
gdzie: Szzan(Xi_X)z
— 1z

Przedzialy ufnosci dla wariancji.

W zalezno$ci od tego, czy proba jest mala czy duza, przedziat ufnosci dla wariancji buduje si¢
odpowiednio w oparciu o rozktad y* (chi - kwadrat) badz o rozklad normalny.

Model 4

Badana cecha w populacji generalnej ma rozktad normalny N (u ; 6) o nieznanych parametrach p i o.
Z populacji tej wylosowano niezaleznie do proby n elementow (n jest mate tj. n<30). Z tej proby
obliczono wariancje S” .

Konstrukcje przedzialu ufno$ci oprzemy na statystyce y° chi —kwadrat:

2
v = ns , ktora ma rozktad chi — kwadrat o n-7 stopniach swobody.
o

2

Oznaczmy kwantyle tego rozktadu przez: y° (%,n —~1) oraz y°(l —%,n —1) dla ustalonego poziomu
ufnosci / — a.

A

-
I.:Ih

o
-
=
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F-
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Zgodnie z powyzszym rysunkiem mozna zapisa¢ nieroOwnosci:

P(;cz(j,n—nqz <12(l—g,n—1))=1—a

nS?

P(zz(g,n—l)< <zz(l—§,n—l))=1—a

o2
Rozwiazujac nierowno$¢ zawarta w nawiasie wzgledem O  otrzymuje si¢ na poziomie ufnosci / — a
przedzial ufnos$ci okre§lony warunkiem:

nS? 2 nS?
<oT<——m——

2 a 2 A
1-—,n-1 —,n—1

2 ( 5 ) x( 5 )

2
Jezeli w powyzszym wzorze wykorzystamy nieobcigzony estymator S , to zgodnie z definicja statystyki

2 _ (n—-1)38?

chi — kwadrat: A o’ mozna zapisac:

(n-18° col< (n-138°

2l—g,n—l 2g,n—1
X ( 5 ) X (2 )

Przedzialy ufnosci dla odchylenia standardowego o stanowia pierwiastki kwadratowe powyzszych
przedziatow.

Przyklad 3.4:

Dokonano 10 pomiaréw stratnosci P z pradow wirowych probki kompozytu proszkowego i otrzymano
nastgpujace wyniki:

1.56, 1.55, 1.50, 1.46, 1.56, 1.51, 1.49, 1.49, 1.40, 1.49. Warto§¢ X =1.5010 oraz S* =0.0022

Wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla $redniokwadratowego bledu pomiarowego stratnosci (czyli dla 6°) przy
poziomie ufnosci 0.9, zaktadajac, Zze btad pomiaru ma rozktad normalny.

Model 5.
Badana cecha w populacji generalnej ma rozklad normalny N (u,0) lub zblizony do normalnego o
nieznanych parametrach p 1 c. Z populacji tej wylosowano niezaleznie duza liczbg n elementow (n >30).

Z tej proby obliczono odchylenie standardowe S =-/S>. Woéwczs przyblizony przedzial ufnosci dla
odchylenia standardowego o populacji generalnej jest okreslony wzorem:

Przyklad 3.5:
W zaktadzie X zbadano 500 urzadzen sposrdéd nowo wyprodukowanej partii i otrzymano nastgpujacy

rozktad liczby usterek:

Liczba 0 1 2 3 4 5 6
usterek

Liczba 112 168 119 63 28 9 1
urzadzen




Wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego usterek dla poziomu ufnosci 0.99.

Przyklad 3.6.

W losowo wybranej grupie 450 samochodow osobowych marki FSO 1500 przeprowadzono badanie
zuzycia benzyny na tej samej dla wszystkich samochoddéw trasie dtugosci 100 km. Okazato sie, ze
odchylenie standardowe zuzycia benzyny dla tej grupy samochodéw wynosito 0,8 litra na 100 km.
Zaktadajac, ze badana cecha ma rozktad normalny wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla odchylenia
standardowego ze zuzyciem benzyny przez wszystkie samochody tej marki na takiej trasie. Przyjac
poziom ufnosci 0,99.

Przyklad 3.7.

W celu oszacowania $redniej dlugosci pewnego detalu produkowanego w przedsiebiorstwie
wylosowano 17 detali i otrzymano Srednig ich diugosé 32 cm oraz odchylenie standardowe 0,6 mm.
Oszacowac przy poziomie ufnosci 0,90 wartos¢ oczekiwang produkowanych w tej firmie detali.

Minimalna liczebnos$¢ proby

Minimalna liczebnos$¢ proby — taka liczebno$¢ proby, ktoéra zapewni wymagana doktadno$¢ (precyzje
oszacowania) przy danym poziomie ufnosci .

1. Minimalna liczno$¢ préby dla estymacji przedzialowej Sredniej m w populacji przy znanym
odchyleniu standardowym ¢ w populacji.

Nalezy znalez¢ taka liczebno$¢ proby n, dla ktorej przy danym poziomie ufnosci 1-a , potowa dlugosci
przedziatu ufnosci Ax — nie przekroczy ustalonej z gory wartosci.

Wyznaczamy przedziat, ktory z danym prawdopodobienstwem obejmie mierzona warto$¢ parametru

populacji:
P{X-uo <m<X+u,o}=1-«
(o)
Oznaczmy: Ax=u,o,. =u, T dopuszczalny btad oceny (tolerancja)
n
u_ o
Zatem: \/; =—=
Ax
2 2
_ u,o
Czyli minimalna liczebno$¢ probki: n= sz (3.5)

Jezeli liczno$¢ proby losowej z rozktadu normalnego o warto$ci §redniej m 1 odchyleniu standardowym o
v 2

spetnia warunek (3.5)to: P(| X —m|[S Ax") 21—«

Z prawdopodobienstwem co najmniej / — a blad bezwzgledny oszacowania nieznanej wartosci Sredniej m

przez X nie przekroczy Ax, tzn. wsroéd wielu probek o liczno$ci n czgstos¢ takich, dla ktorych btad
bezwzgledny $redniej z proby nie przekroczy Ax jest w przyblizeniu nie mniejsza niz / — a.

Przyklad 3.8:

Wykonujemy pomiar grubosci plytki platynowe;j. Ile pomiaréw n nalezy wykona¢ aby dopuszczalny btad
oceny (tolerancja) wynidst Ax=0.016, standardowy btad pomiaru ¢ = 0.1 mm. Przyja¢ poziom ufnos$ci
1-a=0.95.



Przyklad 3.9.

Producent chce oceni¢ $rednig zawarto$¢ nikotyny w paczkach papieroso6w pewnego gatunku.

Wiadomo, ze standardowe odchylenie zawarto$ci nikotyny w losowo wybranej paczce papieroséw

o = 8 mg. Okresli¢ liczbe paczek papierosow, w ktorych nalezy zbada¢ zawarto$é nikotyny, aby na
poziomie ufnos$ci co najmniej 0,95 moéc stwierdzi€, ze obliczona $rednia z probki X nie bedzie si¢ roznita
od prawdziwej $redniej zawartosci nikotyny LI o wigcej niz 1,5 mg.

2. Minimalna liczno$¢ proby dla estymacji przedzialowej sSredniej m w populacji przy nieznanym
odchyleniu standardowym o w populacji.

Losujemy probg wstepna ng i na jej podstawie wyznaczamy wtasciwg liczebnos¢ proby:
2 2
ta,no -1 S
n = )
Ax
gdzie:
t

a,ny—1 — warto$¢ z tablic rozktadu t Studenta dla o 1 no-1 stopni swobody
n

Sz :ﬁZ(Xi _)?)

i=1

Jezeli n < ny to probe wstepna traktujemy jako wlasciwa. Jezeli za§ n > n, to musimy probe¢
powiekszy¢ o n — ny.

ZADANIA.

Przyklad 3.10.
Stacja paliw sprzedata 8019 litrow gazu w ciagu 9 losowo wybranych dni. Zat6zmy, ze dzienna ilos¢
sprzedanego gazu ma rozklad normalny o standardowym odchyleniu & = 90 litréw. Skonstruowaé

przedzialy ufnosci dla $redniej dziennej sprzedazy gazu na poziomach ufnosci:
(a) 0,98 (b) 0,80.

Przyklad 3.11.
Zanotowano czasy obstugi przy okienku kasowym ( w minutach ) 64 losowo wybranych klientow

pewnego banku. Obliczono: $rednia z probki X = 3,2 min. oraz wariancjg z probki §2 = 1,44 min.
Znalez¢ 98% przedziat ufnosci dla $redniego czasu obstugi L4, jesli mozna zatozy¢, Ze czas obstugi

klienta przy okienku kasowym ma rozktad normalny.

Przyklad 3.12.
W ciagu pigciu losowo wybranych tygodni zaobserwowano nastgpujace zuzycia cukru ( w gospodarstwie
domowym, w kg ):

3,8,4,5,5,2,4,0, 5,5.



Skonstruowa¢ 90% przedziat ufnosci dla sredniego tygodniowego zuzycia cukru w tym gospodarstwie,
jesli przyjmiemy rozktad normalny zuzycia cukru.

Przyklad 3.13.

Dla poziomu ufnosci 0,95 oszacowac przedziatowo zréznicowanie zmiennej okreslajacej liczbg usterek w
produkcji telewizorow w przedsigbiorstwie ELEMIS, majac obliczone z 20 elementowej proby:
przecigtnag ilos¢ usterek wynoszaca 5 sztuk oraz zréznicowanie bezwzgledne, ktore wynosi £ 3 usterki.

Przyklad 3.14.

Zbadano czas $wiecenia 26 zarowek i uzyskano wyniki: empiryczna warto$¢ oczekiwana X = 1221 h i
odchylenie standardowe empiryczne S = 432 h. Zaktadajac, ze czas Swiecenia zarowek ma rozktad
normalny, oszacowa¢ metoda przedzialowa $redni czas §wiecenia zaréwek. Przyjac¢ poziom ufnosci 0,99.

Przyklad 3.15.
Zaktadajac, ze kwartalne wydatki na reklamg ( w tys. zt) maja rozktad normalny, wylosowano do proby
100 zaktadow ustugowych 1 otrzymano nastgpujacy rozklad wydatkow na reklame:

Kwartalne wydatki na reklam¢ |0 -5|5-10|10-15]|15-20
Liczba zaktadéw 10| 20 40 30

Oszacowac¢ metoda przedziatowa odchylenie standardowe wydatkéw na reklame na poziomie ufnosci
0,95.

Przyklad 3.16.
W celu oszacowania $redniego czasu poswigconego tygodniowo przez studentéw na nauke, wylosowano
probe n = 132 studentdéw i otrzymano w niej nastgpujace wyniki:

Czas nauki w godz. |0-2[2-4]|4-6|6-8[8—10[10-12
Liczba studentow | 10 | 28 | 42 | 30 | 15 7
Przyjmujac poziom ufnosci 0,90 oszacowaé metoda przedzialowa $redni tygodniowy czas nauki
studentow.




