2 Podstawowe wlasnosci estymatorow.

Przedmiot teorii estymacji.

Teoria estymacji jest dzialem statystyki matematycznej zajmujacej si¢ ocena nieznanych parametrow
rozktadu interesujacych nas cech w populacji generalnej na podstawie warto$ci tych parametrow.

Whioskowanie statystyczne opiera si¢ na zbieraniu i przetwarzaniu informacji. Zbieranie informacji jest
niczym innym, jak przygotowaniem wynikéw badan wszelkiego rodzaju do okre$lonej analizy. Wyniki
prob losowych, czy tez obserwacje z szeregow czasowych stanowia material, dzigki ktoremu analityk
jest w stanie wnioskowa¢ o prawidlowosciach zachodzacych w czasie, czy przestrzeni okres§lone;j
populacji generalne;.

Przyktadowo badamy rozktad wzrostu ludnosci w Polsce — cecha X. Zaktadamy, ze rozktad tej cechy X
w populacji jest rozktadem normalnym, zas$ szukana wielkoscia jest warto$¢ oczekiwana m. Warto$¢ m
jest zatem szukanym parametrem rozktadu cechy X. W celu oszacowania tych wielko$ci zbieramy dane
z proby losowej o liczebnosci n. Nastgpnym krokiem bedzie znalezienie wygodnej statystyki (funkcji)
T, z proby, ktora postuzy do oszacowania parametru m. Rolg takiej statystyki moze spetniac¢ np. wartosé¢
Srednia z proby. Méwimy zatem, ze warto$¢ §rednia z proby jest estymatorem wartosci oczekiwanej
rozktadu normalnego. Obliczona przez nas na podstawie konkretnej proby wartos¢ srednia nazywamy
oceng parametru - estymatorem.

Definicje

Zat6zmy, ze badamy rozklad cechy X w populacji, rozktad ten jest zalezny od parametru . Warto$¢
parametru zostanie oszacowana na podstawie n - elementowej proby losowe;.

Estymator 7, parametru 6 to dowolna statystyka z proby I, =t (*X 1y 4329 ===y }Lﬂ-) , pozwalajaca

wyznaczy¢ warto$ci parametru 6.

Poniewaz kazda ze zmiennych losowych X; ma rozktad identyczny z rozkladem cechy X w populacji
generalnej, a rozktad ten zalezy od parametru 4, zatem 7, jest zmienna losowa, majaca rozktad réwniez
zalezny od parametru 6.

Ocena parametru nazwiemy kazda realizacj¢ ¢, zmiennej losowej T,,. Oczywiscie ocena parametru
bedzie prawie zawsze r6zni¢ si¢ od oryginalnej wartosci parametru 0.

Wilasnosci estymatorow.

Definicja estymatora pozostawia duza dowolnos¢ w wybraniu danej statystyki do szacowania parametru,
nie pozwalajac jednocze$nie na oceng ktora ze statystyk jest "dobrym" estymatorem. Aby sprawdzic,
czy dana statystyka jest dobrym kandydatem na estymator parametru, powinni§my sprawdzi¢, czy
spetnia ona zestaw wlasno$ci charakteryzujacych estymator.

Estymatorem parametru 0 nazywamy kazda funkcje (statystyke) 8, =U(X,,X,,...,X,), ktéra ma te

wlasnos¢, ze prawdopodobienstwo zdarzenia én zbliza si¢ do 0 i jest tym blizsze jednosci, im wigksza
jest liczebnos¢ probki. Wynika z tego, ze estymatorem parametru 6 w populacji moze by¢ kazda taka
funkcja én z warto$ci wylosowanych do probki, ze dla arbitralnie obranej, lecz niekoniecznie dowolnej
malej dodatniej liczby ¢ zachodzi relacja:

limP{| 0, —0|<c}=1,

Jest rzecza oczywista, ze estymator tym lepiej spetnia swa rolg, im dla mniejszych warto$ci ¢ moze on
czyni¢ zado$¢ powyzszej rOwnosci.



Jezeli znamy forme rozktadu prawdopodobienstwa populacji, a poszukujemy tylko jego parametréw —
méwimy o ocenie parametryczne;j.

Gdy nie znamy rozktadu prawdopodobienstwa populacji, a szukamy parametréw — moéwimy o ocenie
nieparametryczne;j.

Ocena parametryczna moze byc¢:
Estymacja punktowa - znajdowanie takiej warto$ci parametru (liczby), ktéra moze by¢ uznana za
najlepsza oceng nieznanego parametru.

Estymacja przedzialowa - znajdowanie takiego losowego przedzialu, do ktérego z zadanym
prawdopodobienstwem nalezy warto$¢ nieznanego parametru.

Najczgsciej stosowanymi estymatorami w badaniach statystycznych, ze wzgledu na jedna ceche, sa
estymatory wartosci $redniej 1 estymatory wariancji.

Latwo zauwazy¢, Ze istnieje wiele estymatoréw danego parametru. Zachodzi zatem potrzeba ich
doktadniejszej charakteryzacji. Oceniajac jakos$¢ estymatora bierzemy pod uwage nastgpujace ich cechy:

estymatory zgodne,

estymatory nieobcigzone,

estymatory najefektywniejsze,

estymatory asymptotycznie najefektywniejsze.

O O O O

1. Zgodnos¢ estymatora.

Mowimy, ze estymator én wielkosci @ jest estymatorem zgodnym tej wielkosci, jesli jest dla
niego spetnione stabo prawo wielkich liczb, tzn., ze zachodzi:

A limP{|0,-0>&}=0

&0 now

Inaczej mowiac, estymator dazy do estymowanego parametru z prawdopodobienstwem 1 gdy
licznos¢ proby rosnie (dazy do nieskonczonosci).

Z nieréwnosci Czebyszewa wynika, ze wystarczy speini¢ warunek:

limE(@, —0)> =0

n—x0
tzn. wystarcza zbiezno$¢ w sensie Sredniokwadratowym.
2. Obcigzenie estymatora.
Przyktad (Bowers USA):
Dokonano oceny jakosci 3 rewolwerow. Z kazdego z nich oddaje si¢ np. 10 probnych strzatow

do tarczy. Jesli wyniki sa takie jak na rysunku, to najlepszym rewolwerem jest rewolwer
strzelajacy do tarczy A:



Tarcza A Tarcza B Tarcza C
Ocena ta jest oparta na:

- potozeniu punktu wokot, ktérego skupiaja si¢ trafienia,
- wielkoSci rozrzutu.

W ocenie estymatora trzeba wigc bra¢ pod uwage 2 jego wlasnosci:

1. zaobserwowane wartosci estymatora powinny skupia¢ si¢ dookota estymowanej wielkosci,

2. ich rozrzut powinien by¢ mozliwie maty.
Warunek 1 bedzie spetniony, jesli warto$¢ srednia estymatora jest identyczna z wartoscia, ktora chcemy
estymowac.
Warunek 2 bgdzie spetniony jesli wariancja estymatora jest mozliwie mata.

Estymator spetniajacy pierwszy warunek nazywamy estymatorem nieobciazonym. Jesli istnieje

nieobcigzony estymator o najmniejszej wariancji, to nazywamy go estymatorem nieobcigzonym o

minimalnej wariancji.

Mowimy, ze estymator O wielkosci 6 jest estymatorem nieobcigzonym tej wielkosci, jesli jego
wartos$¢ oczekiwana réwna jest szacowanemu parametrowi 6, czyli:

0

A E[6,]

neN

Jesli né\N E [‘9;1] # 0 , to estymator én nazywamy obcigzonym.

Estymator én nazywamy asymptotycznie nieobciazonym estymatorem parametru 6, jesli jest
spetniony warunek:

A limE[6,1=6

neN n—w

Réznice: 0((9 ) n E [en] -0 nazywamy obciazeniem estymatora én .

Przyktad 1:

A

Jesli mamy 3 estymatory: 6,,6,,60, parametru 0 o wykresach jak na rysunku:



to él jest najlepszym estymatorem parametru 6.

Przyklad 2:
Niech zmienne losowe X, X,,..., X, saniezalezne oraz, maja jednakowa wartos$¢ Srednig p 1 jednakowa
wariancj¢ 02, tzn., ze:
EX,=EX,=..=EX, =u DX/’=DX;’=..=DX,' = ¢
Poniewaz: E(X;+ Xo+ ...+ X)) = EX; + EX, + ... + EX,, , zatem warto$¢ $rednia:

= 1 & . . . L .
X = —in jest estymatorem nieobcigzonym wartosci $redniej p,
i=1
poniewaz EX =y . Estymator X jest estymatorem niecobciazonym dla wartoci redniej p nawet
wtedy, gdy zmienne losowe X; X, ..., Xi zalezne.

Przyklad 3:
Wezmy pod uwage wariancj¢ z proby S” jako estymator wariancji 6> zmiennej losowej X. Jak tatwo
policzy¢:

1L N _ .
S?==>(X,-X) ==Y X! - X?.Zatem warto$¢ oczekiwana tego estymatora:

i=1 i=1

E(S?*) = E(%in) ~E(X*)=m, - E(X?) , gdzie:

m,=E(X*)=0c"+m’

2 2
a poniewaz: E(X)=m, Dz()?)=o-— ,wigc: E(X?)=D*(X)+[E(X)] _% w2
n n

Czyli warto$¢ oczekiwana tego estymatora wariancji wyniesie:

2
-1
E(S?)=m, —%—mz o=t

n
Tym samym wariancja z proby S? jest estymatorem obciazonym parametru o°. Wzor ten sugeruje, aby
jako estymatora wariancji 6 uzywac statystyki:

S? = S? | ktora jest estymatorem nieobcigzonym: E(S?) = o’

n—



3. Efektywno$¢ estymatora.

Definicja. Estymatorem najefektywniejszym parametru nazywamy ten spo$rod nieobciazonych
estymatoréw tego parametru, ktory ma najmniejsza wariancj¢, badz tez btad sredniokwadratowy
estymatora jest mniejszy niz dla wszystkich innych mozliwych estymatorow:

E[(6, -©)’1< E[(®, -©)’],
gdzie — (:)1 — nasz estymator, © . —dowolny inny estymator.

Jesli najefektywniejszy estymator (:)n parametru O istnieje, to wybor jego umozliwia tzw.
niero6wno$¢ Rao-Cramera.
Twierdzenie. Jesli X; X, ..., X, jest n-wymiarowa zmienng losowa o gestosci:

£, (x,0)=f,(x,,0)f (x,,0)*...* f,(x,,0), gdzie: f| — ggstos¢ zm. los. X,
spetniajaca warunek:

1

J‘afl (xl’G))dx

Rl

0
o I £,(x,,©)dx, =

a C:)n jest nieobciagzonym estymatorem parametru ®, to zachodzi:

A 1 1
r©,)= =
© 00

Przy czym réwnos$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy z prawdopodobienstwem 1 jest:

00 g ’

gdzie c jest stala, by¢ moze zalezng od ©.

Jesli najefektywniejszy estymator parametru ® istnieje, to dla jego wariancji zachodzi rowno$¢ w
pOWyZszym WZzorze.

Fakt istnienia estymatora najefektywniejszego wykorzystuje si¢ do porownywania wariancji innych
estymatoréw tego samego parametru z wariancjq estymatora najefektywniejszego. Niech O i @0 beda

dwoma nieobcigzonymi estymatorami tego samego parametru © i niech @0 bedzie estymatorem
najefektywniejszym. Wielkos¢:

- V(O o : ,
eff (©) = V(©0) przyjmuje si¢ za miarg efektywnosci

V(©)
estymatora ® . Liczba eff( ©) ), nazywana jest efektywnos$cig estymatora i spetnia nierownos¢:

0<eff(O)<1

Estymator 0, dla ktorego eff’ ((:)) =1 jest estymatorem najefektywniejszym. Jesli dla estymatora © nie
jest spelniona ta nier6wnos¢, ale jest spetniona rownosé:

limeff ((:)) =1 , to estymator 0] nazywamy asymptotycznie

najefektywniejszym.



Wielkos¢ leff ((:)) = limeff ((:)) bywa nazywana asymptotyczng efektywnoS$cia estymatora.

Estymatory wartosci przecig¢tnej

Niech cecha X elementéw populacji generalnej ma moment rz¢du pierwszego E[X] = m. Przyjmujemy
za estymator parametru m empiryczng wartos¢ przecigtna:

1 n
" ”; l

. = 1 | 1 = .
Poniewaz: E[X,]= E[_in = —E[Z X,]=—nm, =m, , zatem estymator X jest estymatorem
nio n. g n
nieobciazonym. Blad $redniokwadratowy wartosci $redniej z proby X, , dla populacji o rozktadzie

normalnym N( m ; ¢ ), jest rowny:

2

= 1 ¢ 1 % 1 o,
E[(X, =m) 1= E[-> (X, —=m)’]=—E[} (X, -m)’]=—no; ===,
nio n i=1 n n
Na podstawie prawa wielkich liczb Markowa: lim E[(¢ —¢)*]=0 mozna stwierdzié, ze

estymator X, jest estymatorem zgodnym. A efektywnos¢ estymatora? Mozna wykazaé, stosujac wzor

Rao-Cramera, ze X , jest najefektywniejszym estymatorem parametru m dla populacji o rozkladzie
normalnym.

Dowdd : (estymacja wartos$ci Sredniej)
Chcemy estymowa¢ warto$¢ $rednia 7 cechy X w populacji generalnej. W tym celu pobierzemy probe

X,

prosta " elementowg (X1>X2>- i wyznaczymy z niej

ktora traktujemy jako oceng parametru 72, czyli warto$¢ estymatora tego parametru danego wzorem

1 n
Mn = _ZXZ
M- gdzie
(X}, Xpsees X)) jest proba losowa.
Na podstawie slabego prawa wielkich liczb Chinczyna jest to estymator zgodny parametru 7.
Zbadajmy, czy jest to estymator nieobciazony :

1 1 . B
EM,) = E(—ZXi) = *ZE(Xi) _m-n _ m, n=12..
n i ni- n
Zeby stwierdzié, czy jest to estymator najefektywniejszy parametru ” musimy przyja¢ zalozenie o

rozktadzie cechy X w populacji generalnej. Przyjmijmy, Ze jest to rozktad N(m,o)

1 (x —m)’
f(x:g) :f(x:m) = G\/ﬁ exp[_T]
In f(x,m) = —Ino-/211 - (x2_ HZ)Z
o
Jlnf(x,m) x—m
om o’
mamy zatem
1 1 o
(x—m)*_ .oi_ n



2 Ry
Wyrazmy teraz wariancj¢ naszego estymatora : (D (eX) =c D7 (X) )

2
n

2

o o
2
n

[ |
D*(M,)=D*(-2,X)=—5D D*(X) ===

i=11

czyli

O =
M=
Porownujac oba wyniki widzimy, ze nierdéwnos¢ Rao - Cramera jest spelniona, czyli widzimy, ze
estymator jest estymatorem najefektywniejszym.

Estymatory wariancji

Jesli cecha X elementéw populacji ma rozklad normalny N( m ; ¢ ), gdzie 6 — jest nieznane, to
estymator wariancji S%, :

13 = 12 -
S =— Z (X, -X,)? jest zgodnym estymatorem parametru ¢-.

s

Mozna réwniez udowodnié, ze S%, jest obciazonym estymatorem tego parametru. Obciazenie tego
estymatora wynosi:

Gdy n — o, to obciaZenie estymatora S° — 0, tzn. Ze estymator ten jest asymptotycznie niecobciazony.

. , .. A .. . .. 2 ,
Mozna réwniez WprOWﬂleC nleObClQZOHy estymator wariancji ¢, OkreSlOl'ly wzZorem:
2 1 C v \2
Snieob_ Z(Xk_Xn)
n= 1=

Jesli zbadamy efektywno$é estymatorow S” i S>. ., to okaze sig, Ze:

nieob >

n—1 . .
eff (S2..,) =—— ,czyli estymator S, nie jest estymatorem
n

nieob

najefektywniejszym, jest natomiast estymatorem asymptotycznie najefektywniejszym. Dla duzych
warto$ci n oba estymatory maja w przyblizeniu rowne warto$ci. W praktyce dla n<=30 korzysta si¢ z

2 »»adlan>30zestymatora S .

nieob >

estymatora S



Metody wyznaczania estymatorow.

Jesli nie jest oczywiste jaka statystyke nalezy wybrac¢ jako kandydata na estymator, z pomoca
przychodza r6zne metody ich wyznaczania:

1. Metoda momentow (Pearsona).
2. Metoda najwigkszej wiarygodnosci (Fishera).
3. Metoda najmniejszych kwadratow.

Metoda momentow.

Metoda ta polega na przyjmowaniu za oszacowanie nieznanych momentéw cechy X elementow
populacji generalnej, zaobserwowanych warto§ci momentéw empirycznych. Estymatory uzyskane
metoda momentdw maja t¢ zaletg, ze znajdowanie ich warto$ci jest zwiazane na ogot z prostymi
obliczeniami. Istotna ich wada jest natomiast ich mata na ogot efektywnos¢ (za wyjatkiem, gdy cecha X
ma rozktad normalny).

Przyjmijmy, Zze parametr € jest jednoznacznie okre§lony przez wartosci pierwszych £ momentow
teoretycznych cechy. Oznacza to, ze: 0 = f(m,,...,m,) . Estymator 0 = fM,,...,.M,) , gdzie M,
sa empirycznymi odpowiednikami momentow zwyktych m;. W szczegdlnosci jesli parametr 0 jest
funkcja tylko pierwszego momentu teoretycznego m, to estymator jest funkcja statystyki X .

Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Idea metody najwigkszej wiarygodnos$ci polega na oszacowaniu nieznanych parametréw tak, aby
empiryczne dane byly przy tym oszacowaniu najbardziej prawdopodobne. Dla znalezienia takiego
estymatora konstruuje si¢ funkcj¢ wiarygodnosci L.

Niech rozktad zmiennej losowej dyskretnej X zalezy od wektora parametrow 6 = (6,.,...,0,) lubw
szczegolnosci od jednego parametru . Niech (x,,x,,...,x,) bedzie zaobserwowana warto$cig proby
prostej (X,,X,,...X,) z populacji generalnej majacej cechg X. Dla przypadku dyskretnego funkcje
wiarygodnos$ci okresla si¢ wzorem:

L(0) = L(x),X,...,x,30) = p(x,;0) p(x,:0)...p(x,;0) gdzie p(x,;0) = P(X =x,) .
Dla cechy typu ciaglego o gestosci f(x,0), funkcja wiarygodnos$ci okreslona jest wzorem:

L) = L(x,xy,...,X,30) = [(x,;0) [ (x,;0)...1 (x,;6)

Estymatorem parametru € jest ta jego warto$¢, przy ktorej funkcja wiarygodnosci osiaga wartos¢
najwigksza. Jesli funkcja L jest r6zniczkowalna, to jej maksimum mozna znalez¢, szukajac miejsca
zerowania si¢ pochodnych czastkowych 0L /06, . Poniewaz funkcja L jest iloczynem funkcji, to
wygodniej jest bada¢ pochodne nie funkcji wiarygodnos$ci L, a jej logarytmu /n L. Pozwala to na znaczne
uproszczenie obliczen. Mozna bowiem warunek konieczny wystapienia maksimum funkcji L zapisac
jako:

OolnL
00.

1

=0 dlai=1,2,...,n

Ta réwnos¢ tworzy uktad n réwnan o n niewiadomych 1 jesli funkcja L ma maksimum, to estymatory
mozna wyznaczy¢ z tego uktadu rownan. Uzyskanie estymatorow metoda najwigkszej wiarygodnosci
moze by¢ klopotliwe ze wzgledow rachunkowych.



Przyklad:

de™™ dlax >0,

Dla rozktadu wyktadniczego z parametrem A >0: f(x) =
0 dlax <0,

-1
mamy: L(i) =A'e (bt ) Po logarytmowaniu otrzymamy:
y gary y y
InL=InA"-A(x, +x, +...+x,)

za$ po rozniczkowaniu, otrzymuje si¢ rOwnanie:

olnL n
Py :Z—(xl +x,+...+x,)=0

~

czyli: %—(xl+x2+...+xn)=0 ,awiec A=1/X

Metoda najmniejszych kwadratow

Niech X,,X,,..., X, stanowi ciag zmiennych losowych, ktorych zaobserwowane wartosci w probie
stanowia ciag x,,Xx,,...,X, . Rozklad zmiennych losowych X niech zalezy od nieznanych parametrow
0,,0,,...,0,, ktorych wartosci nalezy oszacowaé. Niech zaleznos$¢ funkcyjna zmiennej losowej X,

wzgledem parametrow 6,,0,,...,0, bedzie znana 1 moze by¢ zapisana w formie funkcji:
X=g,0,.0,,..,0,)

przy czym posta¢ funkcji g powinna by¢ liniowa lub za pomoca rézniczki zupetnej powinna by¢
doprowadzona do formy liniowej. Parametry 6, oraz ksztalt funkcji g zaleza od specyfiki

rozpatrywanego zagadnienia.

Metoda najmniejszych kwadratow polega na takim dobraniu ocen parametrow 6, aby odchytki (oceny)

o0, dla zmiennej losowej X, spetniaty warunek:

F =315, - 2,(0,0,.0,) = Y.(65) =min 2.1)

i=l

Minimum funkeji powyzszej zachodzi dla takich warto$ci 6, , dla ktorych wszystkie pochodne

czastkowe beda rowne zeru, czyli:
oF

n Oo.
0 [, - g,(0,,0,,..0,)] 21

=0 2.2
00, 45 20, 22

Warunek powyzszy, dla tego typu funkcji, stanowi rowniez warunek dostateczny do istnienia minimum
funkcji F.



l

. . 0 .
Ze wzgledu na liniowy model funkcji g,, pochodne czastkowe % beda zawsze odpowiadac statym

J
, . : . .- . . . , OF .
wspolczynnikom niezaleznym od wartosci parametrow 6, zatem powyzszy uktad rownan YR bedzie
j
przedstawia¢ liniowy ukfad rownaf wzglgdem parametrow 6, o wyrazach wolnych x; lub x; — g, .
Rozwiazanie uktadu rownan tego typu prowadzi do oszacowania parametrow 6, czyli do wartosci

estymatora 0 Iz

Zastosowanie metody najmniejszych kwadratow do estymacji liniowych modeli stochastycznych
sprowadza si¢ do oszacowania nieznanych parametrow a; w modelu liniowym postaci:

Y

1 1

Zk: a.Z.  gdzie: Y, Z;,— zmienne losowe

i=1

Przyklad:

Estymacja warto$ci oczekiwanej ciaggu zmiennych losowych X, X,,..., X, , o ktorych wiadomo, Ze:
E(X|))=E(X,)=..=E(X,)=0 ,oraz, ze wszystkie zmienne maja t¢ sama wariancjg.

Niech x,,x,,...,x, 0znaczaja zaobserwowane warto$ci zmiennych losowych w prébie. Warunek (2.1)
zapisuje si¢ W nastepujacej postaci:

F=Y[x,—6]’ =min
i=1

Po obliczeniu pochodnej i przyroéwnaniu jej do zera, otrzymamy:

g—g = 22 (x, =0) =0 co prowadzi do rownania: in —nf =0, zatem:
i=1 i=l

PO .

0= —in =X
n s

Udowodnili$my, ze najlepsza ocena w sensie MNK dla warto$ci przecigtnej €, jest srednia arytmetyczna
wynikow obserwacji, pod warunkiem, ze wszystkie obserwowane w probie zmienne losowe maja tg
sama wariancjg.

Zadania.
Zadanie 1.

Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany w Polsce mgzczyzna ma wzrost w granicach
migdzy 157,5 cm a 162,5 cm.

Rozwiazanie:

Aby obliczy¢ to prawdopodobienstwo, trzeba najpierw zbudowa¢ model probabilistyczny do§wiadczenia
polegajacego na losowym wyborze megzczyzny i zmierzeniu jego wzrostu. Na podstawie licznych badan
stwierdzono, ze wzrost czlowieka mozna traktowac jako zmienna losowa X o rozktadzie normalnym.
Pozostaje wige tylko wybra¢ odpowiednie wartosci parametrow m i o tego rozktadu, albo inaczej



moéwiac oszacowac te parametry. W tym celu mierzymy wzrost duzej liczby n losowo wybranych
mezezyzn, otrzymujac pewna probe x,, x,,...,x, zmiennej losowej X. Teraz trzeba wybra¢ odpowiednia
metodg szacowania parametrow m i o na podstawie proby. Przyjmujemy estymatory:

x=13 3=J%i<xi—ff
j n—1,

Przypusémy, ze otrzymalismy nastgpujace wartosci liczbowe: X =170, S=5. Przyjmujemy jako
probabilistyczny model wzrostu mezczyzny w Polsce zmienng losowa X o rozktadzie normalnym
N(170;5). Obliczamy szukane prawdopodobienstwo:

157,5-170 X -170 162,5—-
< <

170
= F(2,5) - F(1,5) = 0,061
s s s )~ FEI-F3)

P(157,5< X <162,5) = P(

Interpretacja wyniku: 6,1% megzczyzn w Polsce ma wzrost w granicach migdzy 157,5 a 162,5 cm. Zatem
producent garniturow meskich moze stad wyciagna¢ wniosek, ze 6,1% ogolnej liczby produkowanych
garnituréw powinno odpowiada¢ wzrostowi 160 cm ( przy numeracji co 5 cm).

Zadanie 2.

Niech X; i X; beda zmiennymi losowymi niezaleznymi takimi, ze:
EX, =1, EX, =3, D’X, =D’X, =c" . Dlajakiej stalej c statystyka T =cX; +(1—-c)X; jest
estymatorem nieobciazonym parametru o’

Zadanie 3.

Niech X, X5, X; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie z nieznana
warto$cia oczekiwana m i skoficzona wariancja o”. Udowodnié, ze ponizsze 3 statystyki:

1 1 2 1 2 2 1 1 1
T'l:gXl—FgXZ—'—ngi T225X1+§X2+gX3 7—'3:§X1+§X2+§X3

sa nieobcigzonymi estymatorami parametru m. Ktory z nich jest najlepszy?
Zadanie 4.

Gestos¢ rozktadu zmiennej losowej X jest nastepujaca:

| x|

— dlax e[-a,a]

f(x)=1a’
0 dlax¢[—a,a]

Znalez¢ estymator parametru a metoda momentoéw dla proby X, X, ,..., X, o tym samym rozktadzie

majacej realizacjg x,,x,,...,X,,.
Zadanie 5.

Wyznaczy¢ metoda momentdéw estymator parametru ¢ dla rozktadu o gestosci:

dlax >1

c
f(x) — xc+1
0 dlax <1



