Elementy statystyki matematycznej

Literatura:

1. Kordecki Wojciech Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna.
Definicje, twierdzenia, wzory. GIS 2002

2. Kordecki Wojciech Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna.
Przyktady i zadania GIS 2002

3. Fisz M. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna. PWN, 1969
4. Klonecki W. Elementy statystyki dla inzynieréw. PWr, 1996.
5. Clegg F. Po prostu statystyka. WsiP, 1994.

Podstawowe pojecia statystyki matematycznej

Statystyka matematyczna pozwala nam na podstawie informacji uzyskanej dla przebadanego zespotu
elementow pochodzacych z pewnego zbioru, uzyska¢ umotywowane informacje o wszystkich elementach
nalezacych do tego zbioru.

We wnioskowaniu statystycznym nie maja znaczenia same elementy badanego zbioru, a tylko pewne
cechy tych elementow.

Przyktadowo: w przyktadzie drugim, przy badaniach antropometrycznych nie interesuja nas osoby jako
takie, a jedynie niektore ich wymiary.

Statystyka bada prawidtowos$ci wystepujace w masowych zjawiskach i opisuje te prawidlowosci za
pomoca liczb.

Zjawiska masowe — zjawiska wystegpujace nieskonczona ilos¢ razy.

Badanie statystyczne — proces pozyskiwania danych statystycznych.

Podstawowym pojeciem w statystyce matematycznej jest pojecie populacji generalnej.
Populacja generalng (statystyczng) — nazywamy zbior elementéow podlegajacych badaniu
statystycznemu lub szacowaniu (estymowaniu).

Populacja generalna moze sktadac si¢ z jednoznacznie okreslonych sztuk np. ludzie, partia srub
okreslonego rozmiaru, partia zegarkow, badz tez podziat populacji na elementy moze by¢ sztuczny np.
wegiel w workach, otowki w pudetkach po 10 szt., kredki w kompletach, partia zapatek, w ktorej sztuka
(elementem) bedzie paczka sktadajaca si¢ z 10 pudetek.

Zatem przed badaniem statystycznym trzeba okresli¢ co uwazamy za populacj¢ generalng oraz w
jaki sposob dzielimy ja na elementy.

Populacje generalne moga zawiera¢ skonczong lub nieskonczong liczbe elementow.

Zbior statystyczny — zbior elementéw rozpatrywanych z punktu widzenia pewnej wspoélnej cechy —
populacje generalne.

Jednostka statystyczna — element zbioru statystycznego poddawany bezposredniej obserwacji lub
pomiarowi (obiekt badania).

Wilasnosci zbioru statystycznego — cechy statystyczne, argumenty.

Aby zbada¢ wlasnos$ci populacji generalnej, nalezaloby przebadac kazdy element populacji. W praktyce
jednak nie ma bezbtednych metod badania. Wystgpuja btedy pomiaru ,zme¢czenie badajacego itp.

Roéwniez badanie wszystkich elementow populacji moze by¢ kosztowne, a w przypadku badan
niszczacych — niemozliwe. Wida¢ wigc, ze trzeba wprowadzi¢ badanie tylko czgsci populacji zamiast catej



populacji, uwzglednia¢ btedy pomiaru i zdawac sobie sprawe z btedéw popetnianych przy ocenie catej
populacji. To postgpowanie jest wlasnie przedmiotem statystyki matematycznej.

Probka statystyczna — cze¢s$¢ populacji generalnej przeznaczona do badan, zespol elementow
wylosowanych z populacji zgodnie z rozkladem réwnomiernym.
Inne okreslenie:
Préba statystyczna — skonczony zbior (elementéw) doswiadczen wykonanych w celu okreslenia ksztattu
lub parametrow poszukiwanego rozkladu.
O badaniu populacji na podstawie tak pobranej probki moéwimy, ze jest wyrywkowe.
Prébka zwrotna — kazdy element populacji po pobraniu do préobki jest po zbadaniu zwracany do
populacji.
Prébka bezzwrotna - kazdy element populacji po pobraniu do probki nie jest po zbadaniu zwracany do
populacji.
Probki moga by¢:

- pojedynczymi elementami,

- probkami bezksztaltnymi — np. probka wegla, maki, srednie probki laboratoryjne itp.
W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktada¢, ze probki beda si¢ sktada¢ z elementow
roéwnouprawnionych, w ktorych rozktad cechy statystycznej kazdego elementu jest taki sam jak rozktad
cechy w populacji. Przyktadem takiej probki jest probka zwrotna pobrana ze skonczonej populacji o
roéwnouprawnionych elementach.
Na rysunku przedstawiono te podstawowe pojecia statystyki matematyczne;.

populacija generalna
jednostka statystyczena

probka statystycezna

Cechy statystyczne moga by¢:

- mierzalne (liczbowe) - np. pomiar wagi, wzrostu,
- niemierzalne (jakos$ciowe) — np. zawdd, pte¢, sprawdzanie czy cegta jest pokruszona.

Czesto elementy populacji moga by¢ badane na kilka cech zar6wno mierzalnych jak i niemierzalnych.
Cechg niemierzalna (jako$ciowa) — mozna sprowadzi¢ w sposéob sztuczny do cechy mierzalnej
(liczbowej). Przyktadowo : osobnikowi badanemu na pte¢ mozna przyporzadkowac liczbe:

0 — osobnik meski,

1 — osobnik zenski,

1 odwrotnie — ceche liczbowa elementu populacji mozna sprowadzi¢ w sposob sztuczny do cechy
jakosciowej. Przyktadowo;

pret metalowy w badanej partii na wytrzymatos¢:



dobry — jesli jego wytrzymatos$¢ > A,
zty - jesli jego wytrzymato$¢é <= A.

W zwiazku z tym, w dalszych rozwazaniach zajmiemy sig tylko cechami mierzalnymi (liczbowymi).

Préba n — elementowa to proba sktadajaca si¢ z n elementéw. Na przyktad ponizszy zapis przedstawia / n
— elementowych prob:

1 proba: x,xl, L axW
2 proba: P, xP
Jj proba: x,x,x
4 ) () )
[ proba X7, x5 ,..x,

co w postaci wektorowej mozemy zapisac jako:

0 = (x9 xP X1
Poniewaz rozne wartosci tego wektora przyjmowane bgda z réznym prawdopodobienstwem, mozemy
wigc powiedzie¢, ze wektor ten posiada pewna gesto$¢ prawdopodobienstwa:

g(®)=g(x,,x,5,..,X,).
Prébg nazywamy proba losowa, gdy spetnione sa ponizsze 2 warunki:

1) g(x) =g (x)*g,(x)*.."g,(x,)

2) g(x)=g,(x)=.=g,(x,)=f(x).
Rozktadem w probie nazywamy funkcje:

W, (x) ="
n
gdzie: n —licznos¢ (wymiar) proby,
n, - liczba elementdéw proby, takich, ze: X < x.

Dla tak zdefiniowanego rozktadu zachodzi:

W,(x) = F(x)

Zmienna losowa bgdaca funkcja zmiennej X nazywamy statystyka.
Statystyka Z - zmienna losowa bgdaca dowolna funkcja wynikow proby losowej, tzn. dowolna funkcja:
Z = f(X)
Poszukiwanie parametrow rozkladu na podstawie badania rozktadu proby nazywamy estymacjg
parametrow. Poszukiwana warto$¢ parametru jest statystyka zwang tez estymatorem.

Podstawowym zagadnieniem pojawiajacym si¢ w badaniu statystycznym jest mozliwo$¢ uogdlniania
uzyskanych na podstawie proby wynikow, na cata populacj¢ oraz oszacowanie popetnianych przy tym
btedow.

Takie dzialania nazywa si¢ wnioskowaniem statystycznym.

Wyréznia si¢ dwa podstawowe typy problemow:

= estymacja (szacowanie) nieznanych wartosci parametrow rozktadu cechy,

= sprawdzanie (weryfikacja) hipotez dotyczacych warto$ci parametréw rozktadu lub postaci samego
rozktadu.

Zastosowania statystyKki

Opis 1 parametry zjawisk o charakterze losowym.

- Sredni wzrost.



- Srednia placa,
- rozpietoS¢ temperatur
Zwiazki i korelacje pomigdzy kilkoma zjawiskami losowymi.

- czy istnieje zwiqzek pomiedzy wzrostem a wynagrodzeniem?
- jak zalezy jasnos¢ gwiazdy od jej Srednicy?

Szacowanie parametrow populacji na podstawie losowo wybranej probki.

- procent poparcia dla partii,
- Sredni wzrost Polakow,

- Srednia temperatura w lipcu,
- czas polowicznego rozpadu

Testowanie hipotez statystycznych.

- sredni wzrost Polakow i Rosjan jest taki sam,
- metoda leczenia A daje mniej powikian niz metoda B,
- proton jest czqstkq nietrwalq

Prognozowanie.

- Srednia diugos¢ zycia w 2010 roku powinna wzrosnqc¢ do 67 lat,
- zmniejszenie zuzycia wegla o X powinno spowodowac wzrost zuzycia ropy o Y

Organizacja badan statystycznych

W badaniu statystycznym wyrdézniamy nastgpujace etapy:
e przygotowanie (programowanie) badania,

o obserwacje statystyczna,
e opracowanie i prezentacj¢ materialu statystycznego,

o opis lub wnioskowanie statystyczne.

Etap pierwszy - obejmuje czynnos$ci przygotowawcze:

o ustalenie celow i metody badania,
e okreslenie zbiorowosci statystycznej i cech podlegajacych badaniu,
e zdefiniowanie jednostki statystycznej.

e poznanie rozktadu zbiorowos$ci pod wzglgdem wybranych cech,

o ustalenie, jakiego rodzaju zwiazki wystepuja migdzy cechami, ocena wspotzaleznosci cech,

e pordéwnanie i porzadkowanie elementow,

o okreslenie przedmiotu badania, czyli zbiorowosci statystycznej pod wzgledem rzeczowym,
czasowym i przestrzennym,

o okreslenie jednostki statystycznej ,

e wybdr metody badania - pelne czy czg$ciowe.

Etap drugi - polega na prowadzeniu obserwacji w celu ustalenia warto$ci ilosciowych lub odmian cech
jakosciowych u wszystkich jednostek tworzacych zbiorowos$¢ statystyczna.

Obserwacja moze odbywa¢ si¢ za pomoca:

e pomiaru bezposredniego,

e zbierania informacji od jednostek sprawozdawczych,

Material statystyczny - zbior danych uzyskanych w wyniku obserwacji:



o material pierwotny - sa to dane gromadzone specjalnie do celéw badania statystycznego,

o material wtérny - sa to dane gromadzone z innych powoddow.

Surowy material statystyczny - materiaty statystyczne zebrane w pierwotnej postaci, obciazone
pewnymi btedami.

Ze wzgledu na przyczyng powodujaca bledy dzielimy je na:

e bledy systematyczne - wynikaja z jednokierunkowej tendencji do znieksztalcania badane;j
rzeczywisto$ci (np. dane wielko$ci sa zanizone lub zawyzone),

e bledy przypadkowe - popetniane nieumyslnie, wynikajace z nieumiejetnosci podania
prawidtowych informacji lub niedbalstwa badz tez sa wynikiem btgdow pomiarowych.

Wykrywanie bledow w surowym materiale statystycznym:

o kontrola formalna (iloSciowa) - sprawdza kompletnos¢, petnos¢ i zupetnos¢ materiatu
statystycznego,

o kontrola merytoryczna - obejmuje kontrolg:
- logicznq - sprawdza, czy tre$¢ odpowiada rzeczywistosci
- arytmetyczngq - sprawdza zgodno$¢ wartosci liczbowych

Etap trzeci - polega na opracowaniu materiatu statystycznego, obejmuje dwie zasadnicze czynnosci:

e grupowanie - polega na wyodrgbnieniu jednorodnych lub wzglednie jednorodnych czgsci w
ramach wigkszej i zréznicowanej zbiorowosci statystycznej,

e zliczanie - czynnos¢ Scisle zwiazana z grupowaniem (r¢czne, elektroniczne).

Etap czwarty - polega na:

e opisie statystycznym - dotyczy tylko danej zbiorowos$ci generalnej,

o wnioskowaniu statystycznym - kiedy badanie jest reprezentacyjne (proba losowa) i jego wyniki
sa uogodlniane na cata populacj¢ generalna.

Uogodlnianie wynikoéw z proby losowej na cata populacje jest mozliwe dzigki zastosowaniu rachunku
prawdopodobienstwa, ktory jest teoretyczng podstawa wnioskowania statystycznego.

Metody uzywane w opisie statystycznym wchodza w zakres statystyki opisowej, natomiast metody
wnioskowania statystycznego - statystyki matematycznej.

Dystrybuanta teoretyczna

Jesli z populacji generalnej wybierzemy 1 element na chybit trafit, to cecha liczbowa takiego
elementu jest zmienna losowa o pewnym rozkladzie — rozktad danej cechy liczbowej w populacji.
Niech bedzie dana populacja generalna zawierajaca N elementoéw. Elementy tej populacji sa badane na 1
ceche liczbowa.

Niech N — liczno$¢ populacji generalne;j
Niech cechy liczbowe elementéw tej populacji:
X1, X2, oo XN

Po uporzadkowaniu ich w porzadku rosnacym, otrzymamy:



* * *

X71,X2 , ..., XN

Dystrybuanta teoretyczna w populacji generalne;j:

PO = D r—x)) adzie n(x-a) =

k=1

0 dlax<a
1 dlax >a

Funkcja charakterystyczna w populacji generalnej:

t 1 ul ix, t
(t) Z ix; *N Nkletxk

Moment rz¢du r w populacji generalne;j:

1 N
,
R
NS
Wartos¢ Srednia i wariancja w populacji generalnej:

N

=m=— X O =— X, —m
# NZ : N,Z‘( =)

k=1
Mediana (warto$¢ Srodkowa) w populacji generalne;j:

Jesli N — nieparzyste, czyli N = 2k-1 to: m.= X k
Jesli N —parzyste, czyli N =2k to m¢dowolna liczba spetniajaca nierownos¢:
x,t <m, < x;l
przy czym zazwyczaj przyjmuje sig, ze:
* + *
m, = X T Xt
2

Inaczej moéwiac, aby obliczy¢ mediang ze zbioru N obserwacji, sortujemy je w kolejnosci od najmniejszej
do najwigkszej i numerujemy od 1 do N. Nastepnie, jesli N jest nieparzyste, medianag jest warto$¢
obserwacji w §rodku (czyli obserwacji numer (N+1)/2). Jesli natomiast N jest parzyste, wynikiem jest
$rednia arytmetyczna migedzy dwiema srodkowymi obserwacjami, czyli obserwacja numer N/2 i
obserwacja numer N/2+1.

Mediana jest miara pozycyjna, ktora rozdziela cala populacj¢ na dwie liczebnie rowne czgsci w ten

sposob, ze w jednej z nich znajduja si¢ jednostki o warto$ciach nizszych lub réwnych od mediany, a w
drugiej o warto$ciach wyzszych lub rownych od mediany.

Kwantyl rz¢du p w populacji generalnej:

Kwantylem rzedu p, gd21e 0 <p < I, w rozkladzie teoretycznym zmiennej losowej x " nazywamy
najmniejsza warto$¢ X, , dla ktorej dystrybuanta teoretyczna F spetnia nierdownos¢ F(x, N<p.

Innymi slowy kwantylem rzedu p jest taka warto$¢ xp zmiennej losowej, ze wartosci mniejsze lub
rowne od x, sa przyjmowane z prawdopodobienstwem co najmniej p.

Kwantyl rzgdu 1/2 to inaczej mediana.

Wsrod kwantyli wyrézniamy: kwantyl pierwszy (dolny), drugi (mediana lub warto$¢ srodkowa) oraz
trzeci (gorny). Kazdy z kwantyli dzieli zbiorowos$¢ na dwie cze$ci pod wzgledem liczebnoSci.



1. kwantyl pierwszy Q;— (rzgdu 1/4) dzieli zbiorowos¢ uporzadkowana na dwie czgsci w ten
sposob, ze 25% jednostek na warto$ci cechy nizsze 1 75% wyzsze od kwantyla pierwszego;

2. kwantyl drugi Q; mediana— (rzedul/2) dzieli zbiorowo$¢ uporzadkowana na dwie czgsci w ten
sposob, ze 50% jednostek na warto$ci cechy nizsze 1 50% wyzsze od mediany;

3. kwantyl trzeci Q;— (rzgdu 3/4) dzieli zbiorowos¢ uporzadkowana na dwie czgsci w ten sposob, ze
75% jednostek na warto$ci cechy nizsze 1 25% wyzsze od kwantyla trzeciego.

Rozstep w populacji generalnej — r6znica migdzy najwigksza i najmniejsza wartoscia badanej cechy
liczbowej w populacji:
v =X

Dystrybuanta empiryczna

Liczno$¢ probki — liczba elementow w probce — n.
Cechy elementoéw probki sa niezaleznymi zmiennymi losowymi: X, X5, ..., X,
O jednakowym rozktadzie, identycznym z rozkladem cechy w populacji generalne;.
Niech wartosci cech elementoéw w probee uporzadkowane w kolejnos$ci niemalejace;:
X5 X5 X
Dystrybuanta empiryczna z probki:

F0= 23 00— X]) edzie nix—a)=

n g

0 dlax<a
1 dlax>a

Funkcja charakterystyczna z préobki:

o (1)== "
n =

Moment rze¢du r z probki:

Wartos¢ Srednia i wariancja z probki:

‘}?:MIZ%ZX/( SZZMZ_MIZI%Z(X/{_)?)z
k=1 k=1

Wariancja empiryczna poprawiona ( statystyka ,,S kwadrat z daszkiem™):
o2 1 < 2
St =— Z (X kT M 1 )
n—=15

Mediana z probki:

Jesli N — nieparzyste, czyli N = 2k-1 to: M= X
Jesli N — parzyste, czyli N =2k to:

M — Xk +XZ+1
¢ 2



Rozstep w probce:

Rozklady prawdopodobienstwa wystepujgace w statystyce

Rozklad normalny (rozklad Gaussa - Laplace'a)
Jest rozktadem, ktéremu podlega wiele zjawisk swiata fizycznego, np. waga oraz wzrost populacji

ludzi, szumy, zaktdcenia szerokopasmowe itp.

Jego znaczenie metodologiczne i analityczne wynika z trzech jego najwazniejszych wtasciwosci:

e Przy nieograniczonym wzros$cie liczby niezaleznych do$wiadczen statystycznych, wszystkie znane
teoretyczne rozktady zmiennych losowych ciagtych i skokowych sa szybko zbiezne do rozktadu
normalnego. Stanowi on zatem najbardziej ogdlne odniesienie do rozumienia sensu dziatania
prawa wielkich liczb,

e W statystycznym wnioskowaniu o parametrach i rozktadach w populacjach generalnych na
podstawie wynikow badan prob losowych popetniane sa btedy przypadkowe, ktorych rozktad jest
normalny lub granicznie normalny. Zawiera si¢ w tym merytoryczny sens statystycznej indukc;ji,
czyli wnioskowania. Na podstawie tej prawidtowosci, skonstruowane zostaty wszystkie metody
estymacji parametrow oraz metody weryfikacji hipotez,

e W niektorych sytuacjach badawczych, rozktady empiryczne obserwowanych zmiennych moga by¢
zblizone swoim ksztattem do rozktadu normalnego. Wtedy tez prawidlowosci statystyczne
ujawniaja si¢ w swojej najczystszej postaci, ale moze miec¢ to miejsce tylko wtedy, kiedy badane
zjawisko podlega wptywowi bardzo wielu czynnikow, dzialajacych mniej wigcej rownomiernie.

Zmienna losowa X ma rozktad normalny z warto$cia oczekiwang rowna m (czasami oznaczang jako
w) iodchyleniem standardowym rownym ¢ X : N(m; o), jesli jej funkeja gestosci ma nastepujaca
postac:

_a=m)?

2 . .
207 gdzie —o<x<o i 0>0

1
f(x)——ame

Wykres funkcji gestosci rozktadu normalnego okreslany jest jako krzywa normalna, ktora przyjmuje

nastepujaca postac:



Funkcja gestosci rozkiadu
normalnego

. A~
0,05 / \
K

0 5 10 15 20 25

f(x)

Dystrybuanta rozkladu normalnego ma postac:

v (t-m)?

1 - 2
——— e % dt
o2 _'[O

F(x)=

Wykres dystrybuanty zmiennej losowej X : N(m; o) przyjmuje nastgpujaca postac:

Dystrybuanta rozktadu normalnego

f(x)

Warto$¢ oczekiwana i wariancja dla rozktadu normalnego wyrazane sa nastgpujacymi wzorami:

_Ge=m)?

2
20" dx=m

1

e
o2

E(x)= Tx

—00

_Gx=m)?

D*(x) = I(x—m)z Le 2 dx=0"
“ o2
Gdzie: m - warto$¢ $rednia zmiennej losowej X o rozktadzie normalnym,
6 - odchylenie standardowe.
Krzywa gestosci rozkladu normalnego ma nastgpujace wlasnosci:

e jest symetryczna wzgledem prostej x = m,
1

e 0siaga maksimum réwne V27 dlax = m,

e jej ramiona maja punkty przegigciadlax =m — o orazx =m + o.



Warto$¢ parametru m decyduje o potozeniu krzywej normalnej wzgledem osi x. Im $rednia przyjmuje
wigksze wartosci, tym krzywa jest bardziej przesunigta w prawo. Warto$¢ parametru ¢ determinuje
natomiast ,,smuklo$¢” krzywej. Im odchylenie standardowe jest wigksze, tym krzywa jest bardziej

sptaszczona.

X

p-3c p—26 p—c p+c  p+2c u+3c

!

Gdzie: 61 > 62> 63> 64
Mozliwo$¢ sprowadzenia dowolnego rozkladu normalnego do postaci standardowego rozkladu

normalnego, ktorego funkcja gestosci i dystrybuanta zostaty umieszczone w tablicy.



Standardowym rozkladem normalnym nazywamy rozklad normalny ze S$rednia rowna O oraz
odchyleniem standardowym réwnym 1 1 oznaczamy N(0; 1).

Zmienng losowa, ktéra ma standardowy rozklad normalny oznacza sig litera U, jej funkcjg gestosci ¢(u),
natomiast dystrybuantg @(u).

Wykres funkcji ggstosci standardowego rozktadu normalnego przyjmuje nast¢pujaca postac:

funkcja gestosci standardowego
rozkltadu normalnego

DD

Lok N\“C&ﬁ O

f(x)
D P

feo)

Wykres dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego przyjmuje postac:

dystrybuanta standardowego rozktadu

normalnego
1.2
1,2
p
!
08
0,8
= o6
= 0 4/
P
Uz
a}
T U T
Lo} 0-2. s}
4 2 U520 r4

x

Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego charakteryzuje si¢ nast¢pujacymi wlasnosciami:
PU <u) = p(u)

P(U < -u) = $(-u) =1-p(u)

PU>u)=1-PU fu)=1-¢(u)

PU > -u)=1-P(U < —u) =1-¢(-u) =1 - (1— p(u)) = 1 - 1 + p(ut) = $(u)

Ze wzgledu na fakt, ze w tablicach najczgsciej podawane sa wartosci tylko dla dodatnich u, przy
wyznaczaniu wartosci dla ujemnych u nalezy skorzysta¢ z nastgpujacych wtasnosci funkcji o(u) 1 @(u):

p(u) = p(-u)
P(u) =1-p(-u)



W celu obliczenia prawdopodobienstwa P(a < X < b) nalezy skorzysta¢é z operacji nazywanej

X-m
o

standaryzacjg. Jesli zmienna losowa X ma rozktad N(m,o)to zmienna standaryzowana U =

ma

rozktad N(0,1). Na tej podstawie mozna wyznaczyc¢:

P(a<X§b)=P£a_m Kom gb_m}P(a_m <Usb_m)=¢(b_mj—¢(a_mj

o O o o o O o

Wartos$ci ¢( M) i ¢[ mj odczytuje si¢ z tablic dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego.

o o
Z rozktadem normalnym zwiazana jest tzw. regula trzech sigm, zgodnie z ktora praktycznie wszystkie
obserwacje dokonywane na zmiennej losowej o rozkladzie normalnym mieszcza si¢ w przedziale (m-3c,
m+3c). Reguta trzech sigm jest wykorzystywana w badaniach statystycznych do eliminacji obserwacji
niewiarygodnych. Obserwacje niewiarygodne to obserwacje, ktorych warto§¢ rézni si¢ od $redniej o
wigeej niz trzy odchylenia standardowe. Przyjmuje sig, iz zmienne, ktore odbiegaja tak znacznie od
sredniej moga by¢ skutkiem bledu pomiaru. Dla realizacji zmiennej losowej o dowolnym rozktadzie
normalnym okoto 68,3% obserwacji miesci si¢ w granicach jednego odchylenia standardowego wokot
$redniej, 95,5% obserwacji miesci si¢ w granicach dwéch odchylen standardowych i 99,7% w granicach

trzech odchylen standardowych.

Zmienne losowe o rozktadzie normalnym maja wlasno$ci, ktdra mozna ujaé w postaci twierdzen:

Twierdzenia o rozkladzie sumy niezaleznych zmiennych losowych

Twierdzenie 1
Jezeli zmienne losowe X1, X, ..., X, sa niezalezne i zmienna losowa X;dlai =1, 2, ..., n ma rozktad N(m; ;
0;) to zmienna losowa Y=X;+X,+...+X,, ma rozktad:

N(m, + m, +...+mn;\/0'12 +0, +..+0)

Jezeli zmienne losowe X, Xa, ..., X, sa niezalezne o takim samym rozktadzie X; : N(m ; o) dlai=1, 2, ...,
n, to zmienna losowa Y ma rozklad:

N(nm;o+/n)
Twierdzenie 2

Jezeli zmienne losowe X, X, sa niezalezne i zmienna losowa X; dla i = 1, 2 ma rozktad N(m;; ;) to
zmienna losowa Z = X; — X, ma rozklad:

N(m, _mz;\lo'lz +O—22)

Jezeli zmienne losowe X, X, sa niezalezne o takim samym rozktadzie X; —N(m ;o) dlai=1,2 to
zmienna losowa Z = X; — X, ma rozklad:

N(0;0+/2)

Twierdzenie 3



Jezeli zmienne losowe X, Xa, ..., X, sa niezalezne i zmienna losowa X;dlai =1, 2, ..., n ma rozktad N(m; ;

. = 1
o;) to zmienna losowa X = —ZX , ma rozklad:
n i

1 1
N(=(m, +m, +...+mn);—\/612 +0, +..+0))
n n
Jezeli zmienne losowe X, Xa, ..., X, sa niezalezne o takim samym rozktadzie X; : N(m ; G)

) = 1
dlai=1,2, ..., n, to zmienna losowa X =—ZXZ. ma rozktad: N(m ; 9

nio ﬁ)

Twierdzenia graniczne

Twierdzenia graniczne méwia o zbieznos$ci ciagéw zmiennych losowych do pewnych rozktadow, ktore
nazywamy rozktadami granicznymi.

Rozktad Poissona jest rozktadem granicznym dla rozktadu dwumianowego, zmienna losowa o rozktadzie
dwumianowym, dla p < 0,02 oraz k > 30 mozna przyblizy¢ rozktadem Poissona.

Twierdzenie Moivre'a - Laplace'a

Niech X, bedzie zmienna losowa o rozkladzie dwumianowym B(n , p) (n - liczba doswiadczen,

p - prawdopodobienstwo sukcesu) i niech X bgdzie zmienna losowa o rozktadzie normalnym z warto$cia
oczekiwang m = np i odchyleniem standardowymo = @ ,czyli N (np;\/% ).

Oznaczmy przez F,(x) oznacza warto$¢ dystrybuanty zmiennej losowej X, w punkcie x i przez F(x)
warto$¢ dystrybuanty zmiennej losowej X w punkcie x.

Migdzy dystrybuantami zachodzi zwiazek:
limF, (x) = F(x)

Korzystajac z definicji dystrybuanty:
limP(X, <x)=P(X <x)

Wiadomo, ze liczba do§wiadczen jest zawsze skoficzona, stad
limP(X, <x)= P(X <Xx)

n—>0
gdzie:
X 7(X*"P)2

P(X,<x)=>.Clp*q"* P(X <x)= je 24 iy

1
k<x \/E A 1pq

Oznacza to, ze jezeli liczba prob jest duza, to rozktad zmiennej losowej X, o rozktadzie B(n,p) mozna
przyblizy¢ rozktadem N(np;./npq), przyblizenie to jest tym lepsze, im n jest wigksze (praktycznie n >
30).

Whiosek z twierdzenia Moivre'a-Laplace'a

n

Rozpatrzmy zmienng losowa Y, = (czestose), gdzie X, jest zmienna losowa o rozktadzie

dwumianowym z parametrami z i p. Jezeli zmienna losowa X, przyjmuje wartosci 0, 1, 2, ..., n, to:

Y, :0,1,2,...,1.
non

Rozktad zmiennej losowej Y:

P, =5 P By _pix -y k=1,2,..n
n n n




Wynika stad, ze zmienna Y, przyjmuje swoje wartosci z prawdopodobienstwami okreslonymi przez
rozktad dwumianowy.
Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej Y,

1 1
EY)=—EX,)=—np=p
n n

1 1
V(¥,)=—5V(X,)=—npqg =1
n n n
Zmienna losowa Y, przy duzych warto$ciach n ma rozklad zblizony do normalnego z wartoscia

oczekiwang réwna p i odchyleniem standardowym réwnym ‘/ﬂ , czyli
n
RN

Whiosek z centralnego twierdzenia granicznego Lindeberga - Levy'ego

Najwazniejsze twierdzenie statystyki matematycznej, dotyczy zbieznosci sum niezaleznych zmiennych o
takich samych rozktadach (rozktad nie musi by¢ znany) z rozktadem normalnym.

Zatézmy, ze dany jest ciag Xi, Xa, ..., X, niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
(oznacza to, ze zmienne posiadaja jednakowe rozktady prawdopodobienstwa, warto$ci oczekiwane i
wariancje):
EX) = E(X>) = E(X3) = ... = E(X)) =m
VX)) = V(X)) =V(X3) =...= V(X,) = o
Oznaczmy przez Z, nast¢pujaca zmienng losowa: Z, = X +Xr+.. +X,
Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej Z,:
E(Z,))=nm
(Z,) = nc’
Centralne twierdzenie graniczne mowi, ze jesli n jest duze, to rozktad zmiennej losowej Z, mozna
przyblizy¢ rozktadem normalnym z wartoscia oczekiwana nm i1 odchyleniem standardowym on , czyli

Z,;N(nmyo-/n)
Whniosek 7 centralnego twierdzenia granicznego Lindeberga - Levy'ego

Zalézmy, ze ciag niezaleznych zmiennych losowych Xj, X, ..., X, spelnia zatoZenia centralnego
twierdzenia granicznego.

. = 1 . . o 1 Lo
Zmienna: X, =—(X, + X, +...+ X ), warto$¢ oczekiwana E(X,)=—nm =m 1 wariancja
n n

_ 1 2
V(X,)=—not ="
n n

Z centralnego twierdzenia granicznego wynika, ze Z, = X, + X, +.. + X,, ma w przyblizeniu rozktad
normalny, stad X, ma réwniez rozktad normalny. Przy duzych warto$ciach » rozktad zblizony jest do

rozktadu: N (m;i) .

Jn
Rozklad chi - kwadrat

Przejdzmy do omoéwienia pewnych rozkltadow zwiazanych z rozktadem normalnym.
Wyznaczmy rozktad zmiennej losowej:

Y=y =X} +X,+.+X] ,



gdzie X, X,,..., X, saniezaleznymi zmiennymi losowymi, z ktorych kazda ma rozktad normalny N(0,1).
Zmienna losowa Y ma rozklad gamma o parametrach p = "2 n, b = 2, a wigc ma ggstos¢

0 dlax <0,
1 1
flx)= I;XZ e2 dlax>0
22 T(=n
(2 )

Rozktad ten nosi nazwe rozkladu chi - kwadrat o » stopniach swobody. Zmienna losowa o tym
rozktadzie oznaczamy jako y. . Wystepujacy tu parametr n oznacza liczbe stopni swobody , tzn. liczbe

niezaleznych sktadnikéw, tworzacych t¢ zmienna losowa.

Zmienna losowa o rozkladzie chi - kwadrat przyjmuje warto$ci dodatnie, a jej rozktad zalezy od liczby
stopni swobody #n. Dla matych wartosci n jest to rozktad silnie asymetryczny, w miar¢ wzrostu n
asymetria jest coraz mniejsza: n wyznaczamy najczg¢sciej jako:

n=k—1lub n=k—-p-1
gdzie:
k - liczebno$¢ proby,
p - liczba szacowanych parametrow z proby.

Wartosé oczekiwana w rozkladzie (y%): E(y 2) =n
Wariancja w rozktadzie ()(2) . D? (;(2) =2n

Bardzo czgsto interesowac nas beda prawdopodobienstwa postaci:

Py, 2 x.) =
W tablicach zawarte sa wartoéci prawdopodobienstwa y. dla pewnych wartosci i n < 30.
Dla n > 30 rozktad chi - kwadrat mozna z bardzo dobra doktadno$cia aproksymowac rozktadem

normalnym N (n 20 ).

Jest oczywiste, ze rozktad chi - kwadrat o n = 2 stopniach swobody jest rozkladem wykladniczym.
Wazne dla zastosowan jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Niech X,,X,,..,X, begdaniezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznych rozktadach
normalnych N( m ; ¢ ). Niech:

_ 1 _ 1 _

X==>) X, S?=X==)(X,-X),
n n o

Wowczas

1 Zmienne losowe X i S7sa niezalezne.
2 Zmienna losowa

nS?

O_Z

ma rozktad chi - kwadrat o n-1 stopniach swobody.

7 =

Rozklad t Studenta

Definicja. Rozktadem t Studenta o n stopniach swobody nazywamy rozklad prawdopodobienstwa
zmiennej losowe;j:



X . . . . :
t, = gdzie Xi y. - niezalezne zmienne losowe

lzi
n

X ma rozktad normalny N( 0,1 ), a y_ ma rozktad chi - kwadrat o n stopniach swobody. Gesto$é
prawdopodobienstwa rozktadu t Studenta ma postac:

r(n”j _n+l
2 ) 2

f,0=
{

W tablicach rozktadu t Studenta podaje si¢ wartosci ¢, dla pewnych wartosci n 1 0 spetniajacych
zalezno$¢:

P(t>1,)= ZTftn ()dt = a

Rozktad t Studenta ma bardzo wazna wiasnos$¢, ktora zdecydowata o jego szerokich zastosowaniach.
Mozna wykaza¢, ze rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej:

X

Y =

\/1(X12 + X7+ +XD)
n

gdzie X, X,,X,,...,X, -niezalezne zmienne losowe o jednakowych rozktadach N( 0 ; ¢ )

ma rozktad t Studenta i1 nie zalezy od wartosci o.

Druga wazna wtasno$¢ tego rozktadu, to jego szybka zbiezno$¢ do rozktadu normalnego. Oznacza to, ze
dla duzych n ( n> 30 ) rozktad t Studenta mozna aproksymowac rozktadem normalnym.

Twierdzenie. Jesli cecha X elementéw populacji ma rozktad normalny N( m ; 6 ), to:
1. statystyki

e . 1L _ o
X,==>X, i S8;==)X,-X,) saniczalezne,
n o n =

2. statystyka nS’ /o’ ma rozktad chi - kwadrat o n-1 stopniach swobody,

X -
3. statystyka = ’zS‘ M /n—1 marozktad t Studenta o n-1 stopniach swobody.

n

Rozklad F Snedecora

Definicja. Rozkladem F Snedecora o (m, n') stopniach swobody nazywamy rozktad
prawdopodobienstwa ilorazu zmiennych losowych:
X/m

Y/n
rozktadach chi - kwadrat, odpowiednio z m i n stopniach swobody.
Gegstos$¢ prawdopodobiefistwa tej zmiennej losowej wyraza si¢ wzorem:

F =

gdzie X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o



_JO dlaz<0,
fF (Z) _ C((m+n)/2 Zm/2—1

T(m/NT(n/2) T)n/2 dla z> 0.
T(m/2)T(n/2) n"  (z+n/m)"™/?

W zaleznosci od m 1 n warto$ci zmiennej losowej F, umieszczono w tablicy, w taki sposob , ze dla

danych warto$ci prawdopodobienstw o zaleznos¢:

P(F, >F)=a

\n



Szereg rozdzielczy. Histogram

Szereg statystyczny - jest to zbior wynikow obserwacji uporzadkowanych wedhug okreslonych cech
(kryteriow), ktérych miernikiem sa zmienne.

Inaczej mowiac, szeregiem statystycznym nazywamy ciag liczbowy monotoniczny, ograniczony z gory i z
dotu (. taki, ktorego wyrazy wystgpuja tylko w pewnym przedziale wartosci). Szereg sktada sig
zazwyczaj z dwoch kolumn, z ktorych jedna podaje wielkosci cechy lub czas, druga zas informuje o
liczbie jednostek przypadajacych na dana kategori¢ przedmiotow lub zjawisk lub méwi o ich nat¢zeniu
wystepujacym w danym czasie.

NajczeSciej wyrdznia si¢ dwa kryteria podzialu szeregow:
e kryterium formalne - zwiagzane z budowa szeregu, na podstawie ktorego mozemy wyodrgbni¢:
szeregi szczegolowe, szeregi rozdzielcze i szeregi skumulowane,
e Kkryterium merytoryczne - wynikajace z typu badanej cechy zbiorowosci, wedtug ktorego
wyrdznia sig: szeregi czasowe i szeregi priestrzenne.
Sposob grupowania cech zalezy od: rodzaju badania (przekrojowe, czasowe), rodzaju cechy
statystycznej, sposobu pomiaru oraz liczby obserwacji (szczegotowe, rozdzielcze).

Szeregi statystyczne

szczegolowe rozdzielcze z cecha czasowe
mierzalng (iloSciowa): - momentow
- punktowe (proste, - okresow
skumulowane),
- przedziatowe (proste,
skumulowane),

rozdzielcze z cechg
niemierzalng (jakosSciow3:
- geograficzne

- inne

Zbiory obserwacji na populacji generalnej moga wigc tworzyc¢:

Szereg szczegolowy - uporzadkowany cigg warto$ci badanej cechy statystycznej, stosowany, gdy
przedmiotem badania jest niewielka liczba jednostek, np. zmienna X przyjmuje warto$ci: X1, X2, eeey X,
warto$ci cechy porzadkujemy rosnaco: x1 < x; < ... £ x, lub malejaco x; 2 x 2 ... 2 x,,.

Szereg rozdzielczy - stanowi zbiorowos¢ statystyczna, podzielona na czesci (klasy) wedlug okreslonej
cechy jakosciowej lub ilosciowej z podaniem liczebnosci lub czgstosci kazdej z wyodrebnionych klas.
Szeregi rozdzielcze moga dotyczy¢ zarowno cechy jako$ciowej, jak i1 ilosciowej. Charakteryzuja one
struktur¢ danej zbiorowosci stad nazywane sa czasem szeregami strukturalnymi.

Rozklad empiryczny - zestawienie wynikoOw w postaci szeregu rozdzielczego z cecha mierzalna,
odzwierciedla struktur¢ badanej zbiorowos$ci z punku widzenia okreslonej cechy statystyczne;.

Przy badaniu zbioru statystycznego, w wielu wypadkach grupujemy elementy zbioru w klasy szeregu, w
ktorych elementy maja argumenty réwne lub nalezace do przedziatéw o rownych dtugosciach.

Wspdlna dtugos¢ klas nazywamy — szerokoscia klasy.

Wartos$ci argumentow rozdzielajacych sasiednie klasy nazywamy — granicami przedzialu klasowego.

Przyktad szeregu rozdzielczego (rozktad empiryczny):

Nr klasy szeregu rozdz. | Wiek ucznidéw | Licznos¢

1 x<=7 50

7<x<8 200

2
3 8§<=x<9 |521
4 9<=x<10 |385




Czestos¢ klasy — ilo$¢ elementéw w poszczegolnych klasach.
Czestos¢ wzgledna klasy — stosunek czgsto$ci argumentow w danej klasie f; do ogodlnej liczebnosci

zbioru N :

Lo L

N N’

Oczywiscie, suma wszystkich czgstosci wzglednych réwna sig 1:

i+£+ ..

N N

Ji

.+ =1 gdzie: k— liczba klas
N

Czgstosci wzgledne odgrywaja rolg przyblizonych wartosci prawdopodobienstw, ktoérych w praktyce nie
mozna obliczy¢. Im wigksze sa liczebnos$ci zbiorow, tym bardziej mozemy uwazac te czgstosci wzgledne
za przyblizone warto$ci prawdopodobienstw i stosowac prawo wielkich liczb ze wszystkimi jego

whnioskami.

Czestos¢ skumulowana — suma czgstosci poprzednich klas 1 danej klasy.

Przyktad:

Nr klasy Przedzialy Srodek Czestosc Czestosc Czgstosé Czestosc
klasowe przedziatu x skumulowana | wzgledna wzgledna
(wiek g(x) skumulowana
uczniow) G(x)

1 5.5<=x<6.5 |6 20 20 20/668 20/668

2 0.5<=x<7.5 |7 252 272 252/668 272/668

3 7.5<=x<8.5 |8 386 658 386/668 658/668

4 8.5<=x<9.5 |9 10 668 10/668 668/668 =1

Sposoby prezentacji danych.

1. Tablice statystyczne - sa wykorzystywane do prezentacji danych statystycznych wedtug okreslonego

kryterium.

Podzial tablic statystycznych:
e proste - charakteryzuja strukture lub dynamike jednej zbiorowosci pod wzgledem jednej cechy
(ilosciowej lub jakosciowej),

o 7zloZone - opisuja badang zbiorowo$¢ wedtug kilku cech lub kilka zbiorowo$ci wedtug jedne;j
cechy (szczegodlna rola tablic dwudzielnych - korelacyjnych).

Przyklad:
Wojewddztwa Polski wedlug liczby gmin i powierzchni
Powierzchnia Liczba gmin
PN Razem
(wtys. km”) | 17-27 | 28-38 | 39-49 | 50-60 | 61-71 | 72-82 | 83-93
1,5-3,1 1 1
3,1-4,7 3 8 2 13
4,7-6,3 8 4 12
6,3-7,9 1 2 3 3 1 10
7,9-9,5 3 1 2 2 8
9,5-11,1 1 3 4
11,1-12,7 1 1
Razem : 1 4 22 14 5 2 1 49

Kazda liczba w wewngtrznej czgséci tabeli okresla czgstotliwos¢ wystgpowania dwoch cech.

2. Wykres - jest graficzng forma rejestracji danych oraz narz¢dziem prezentacji 1 analizy uogdlnionych
informacji statystycznych.



NajczeSciej stosowane typy wykresow:

e histogramy (wykresy stupkowe) - zbior przylegajacych prostokatow, ktorych podstawy, rowne
rozpigtosci przedzialow klasowych - znajduja si¢ na osi odcigtych, a wysokosci sa liczebnosciami
(czgsto$ciami) przedzialdw, w przypadku nierownych szerokosci przedziatéw - gestosciami
liczebnosci (czgstosci).

e diagramy, wykresy liniowe (wielobok liczebnoSci) - jest lamana, powstala przez potaczenie
punktéw, ktorych wspotrzednymi sa srodki przedziatow klasowych i odpowiadajace im
liczebnosci (czgstosci lub gestosci).

o krzywe liczebno$ci (czestosci) dla cechy ciaglej - gesta siatka punktow wyznaczajaca wielobok
liczebnosci, w konsekwencji wygladzona krzywa otrzymana przy zmniejszaniu rozpigtosci
przedzialow klasowych

Tworzenie histogramu.
Jezeli proba dotyczaca jednej cechy mierzalnej nie jest zbyt liczna to dokonuje sig¢ jej wstgpnego
opracowania polegajacego na uszeregowaniu w porzadku rosnacym wynikéw proby. Otrzymany w ten
sposob ciag liczb — nazywa si¢ szeregiem pozycyjnym.
Przyktad:
Wyniki ,,surowe” : 4,5,0,1,2,4,0,9,4,5
Po uporzadkowaniu — otrzymujemy szereg pozycyjny: 0,0, 1,2,4,4,4,5,5,9;

Jezeli liczebnos$¢ proby jest duza (orientacyjnie >30) to pierwszym etapem jest uszeregowanie
szeregu pozycyjnego, a dopiero drugim etapem dokonanie grupowania, czyli klasyfikacji.

Grupowanie polega na podziale proby na podzbiory zwane grupami lub klasami, a warto$ciami
reprezentacyjnymi poszczego6lnych klas sa ich $rodki.

Przedzialy klasowe oraz ich liczebno$ci, czyli liczby jednostek proby nalezacych do danej klasy
tworza razem szereg rozdzielczy.

X, +Xx, X, + X5
2 2
|||||||||||||||||||||||||
||||||||||||||||||||||||
X1 5 X 3 X3 3 X4 3 X5 2 X6

poszczegolne wartosci klasowe dotyczace
np. badania (wynikow) statystycznych
X; — X» — klasa

_I_

YT rodek klasy

R T S T T S XstXe .,
2 2 2



Histogram

Aq

| | | | | X
| | | | | >

X +x, X, +x; X3 t+x, X5 + X,
2 2 2 2
Aby utworzy¢ szereg rozdzielczy nalezy:
1. ustali¢ obszar zmiennosci R badanej cechy czyli przedzial ograniczony najmniejszym i
najwigkszym elementem proby R=X - X .

2. wyznaczy¢ liczbg przedzialow klasowych m proby o liczebnosci #:

Liczby klas w zalezno$ci od liczebnosci badanej zbiorowosci

Liczba obserwacji Liczba zalecanych klas
n m
40-60 6-8
60-100 7-10
100-200 9-12
200-500 11-17

Liczbg klas wyliczamy z jednego ze wzorow:

0,5vVn <m<~/n
m =1+3,3221og(n)
m < 5log(n)

m — musi by¢ zawsze liczba catkowita !
3. podzieli¢ obszar zmienno$ci na klasy i1 ustali¢ reprezentacj¢ klasy (Srodek podziatu klasowego)
oraz konce przedziatéw klasowych
X — X, . . .
4. dd =—"=—% - szeroko$¢ przedziatu (rozstgp przedziatlowy).
m
Przy wyznaczaniu szeroko$ci przedziatu nalezy zawsze warto$¢ niepetna zaokragli¢ w gore, gdyz
w przeciwnym przypadku nie wszystkie wartosci zmiennej zostana wlaczone do przedzialow.

wyznaczy¢ liczebno$¢ w klasach (od 0 do »)

5. wyznaczy¢ prawdopodobienstwo empiryczne:

5.
pj:—j ]:11’1’1
n

6. zbudowac histogram

m — liczba przedziatow



Przyklad:

Podane nizej liczby informuja o cenach pewnej akcji notowanych w ciagu 36 dni:

10, 13, 14, 16, 11, 18, 19, 20, 18, 15, 20, 21, 22, 25, 23, 22, 26, 27, 29, 28, 31, 30, 32, 34, 33, 38, 41, 40,
42,51, 50, 46, 37, 29, 23, 28.

Zbuduj szereg statystyczny rozdzielczy przedziatowy.

N=36 x, =51 x, =10

m

m=1+3,322-10g36=6,17~6

stad: dd = % =6,65=7
Wartosci akcji grupujemy w 6 przedziatow o rozstgpie rownym 7 kazdy.
X; Liczebnosci f;

10-16 6
17 -23 10
24 -30 8
31-37 5
38— 44 4
45-51 3

36

Przyklad .

Wojewodztwa Polski w uktadzie przestrzennym sprzed 1999 r. charakteryzuje migdzy innymi:

liczba gmin znajdujaca si¢ na terenie wojewodztwa (cecha skokowa X)

Struktura wojewodztw wg liczby gmin — dla cechy skokowej

Szereg szczegolowy:

17, 30, 32, 37, 37, 39, 40, 40, 40, 40, 41, 41, 42,42, 43,43, 43, 44, 45, 46, 46, 47, 47,47, 48, 48, 49, 51,
54, 54, 55, 55, 55, 56, 57, 57, 58, 58, 58, 59, 59, 62, 63, 63, 65, 69, 74, 78, 91.

W przyktadzie:
R=91-17=174,
m

dd=174/7~10,57~ 11
poczatek pierwszego przedziatu klasowego x,;, = 17
(przyjmujemy, ze rozpigtos$¢ przedziatow klasowych jest taka sama dla wszystkich klas)

Rozktad empiryczny i dystrybuanta empiryczna — Struktura wojewodztw wg liczby gmin:

) ) Liczba . Liczebnos$¢ Czestosc
Numer klasy | Liczba gmin wojewodztw Czestos¢ skumulowana skumlqllowana
i Xi n; ®; Nisk Oisk
I 17-27 1 002 I 0,02
2 28-38 4 0,08 5 0,10
3 39-49 2 0,45 27 0,55
4 50-60 ¢ 14 0,29 41 0,84
5 61-71 + 5 0,10 46 0,94
6 72-82 2 0,04 48 0,98
7 83-93 ¢+ | 0,02 49 1,00
L 49
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ORozktad empiryczny & Dystrybuanta empiryczna




Zadania

Wilasnosci dystrybuanty przyvdatne przy rozwiazywaniu zadan:

F(-x)=1-F(x) wynika z symetrii funkcji gestosci wzgledem x = 0
P(X<x)=F(x)

P(x;, <X<x,)=F(x, )-F(x,)

P(X>x)=1-F(x)

P(x; >X>x, )=F(x; )+ F(x, )

Standaryzowany rozklad normalny ¥(0;1) u= Al

Zadanie 1:
Obliczy¢ prawdopodobienstwo P( |X] > 2 ) jesli zmienna losowa X ma rozktad normalny N( -1 ; 2).

Zadanie 2:

W 3 grupach studenckich II roku zbadano przecigtna ilo$¢ nieobecnos$ci na zajgciach z fizyki i
stwierdzono, ze podlega ona rozktadowi normalnemu. Obliczone wartosci $rednie 1 wariancje ilo$ci
nieobecnosci dla kazdej z grup ksztattuja si¢ nastepujaco:

Grupa | [108¢ 0s6b | Warto$¢ srednia | Wariancja
1 30 12 2,25

2 25 14 9

3 20 16 9

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze taczna liczba nieobecnosci na zajgciach dla wszystkich studentow
catego roku jest zawarta migdzy 40 a 45?

Zadanie 3:

W pewnym zaktadzie przetworczym do wypelniania kartonéw z sokiem wykorzystywany jest automat.
Waga soku w wypetnianych pojemnikach ma rozktad normalny N( 1 kg ; 0,05 kg). Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze:

a) waga losowo wybranego kartonu jest mniejsza niz 1 kg,

b) waga losowo wybranego kartonu jest zawarta w przedziale 0,95 — 1,05 kg,

c) waga losowo wybranego kartonu przekroczy 1,05 kg.

Zadanie 4:

W Katowicach zbadano liczbe dni z przekroczonym zapyleniem w ciagu trzech kolejnych miesigcy
kwartatu. Stwierdzono, ze liczba tych dni podlega rozkladowi normalnemu. Obliczone wartos$ci $rednie i
wariancje tej zmiennej dla kazdego z miesigcy ksztattuja si¢ nastepujaco:

Miesigc Wart. $rednia Wariancja
kwiecief 15 4
maj 9 1
czerwiec 16 4

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze taczna liczba dni z przekroczonym zapyleniem w ciagu badanego
kwartatu nie przekracza 30 dni?

Zadanie 5:
W wojewodztwach A i B zbadano roczng ilo$¢ pozardw. Okazato sig, ze zar6wno w jednym jak i w
drugim z wojewddztw badana zmienna podlega rozktadowi normalnemu.




Dla wojewddztwa A jest to rozktad X: NV(120312), a dla wojewodztwa B ¥: N(180;16). Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze w ciagu roku ilo$¢ pozarow bedzie w obu wojewoddztwach tacznie nizsza niz
2807

Zadanie 6:

Wzrost m¢zczyzn w pewnej populacji ma rozktad normalny N(180 cm ; 12). Jaki jest udziat w populacji
mezczyzn 0 Wzroscie:

a) do 170 cm,

b) w przedziale 175 —180 cm,

c) powyzej 185 cm.

Zadanie 7:

Rozktad ptac pracownikow w firmie A jest normalny z wartoscia oczekiwana m = 2000,00 zt. Wybrano
losowo 25 pracownikéw. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze §rednia ptaca wylosowanych pracownikoéw
jest wigksza od 1800,00 zt, jesli wariancja ptacy pracownikéw firmy A jest rowna: o= 1,44.

Zadanie 8

Wyniki kolokwium

Problem:

Ponizsza tabela zawiera zestawienie wynikow z kolokwium z fizyki w grupach I, I1 i III pierwszego
roku. Opiszmy uzyskany rozklad wynikow.

L punktow (0 [1 23 /4|5 |67[8 910 |

1. 0s6b 267357l (84t |

Rozwigzanie:

Jak fatwo policzy¢ kolokwium pisato 60 osob. Jezeli jako zmienng losowa X zdefiniujemy wynik
kolokwium przypadkowo wybranego studenta pierwszego roku to rozktad ggstosci prawdopodobienstwa
zmiennej losowej X oraz jej dystrybuanta bgda nastgpujace:

X; 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 powyzej
p,=PX=x)[2/60(6/60|7/60(3/60 |5/60 [11/60/7/60 |6/60 (8/60 |4/60 |1/60 |0 ‘
F(x;) 0/60/2/60(8/60(15/60(18/60(23/60(34/6041/60/47/60|55/60|59 /6060 /60 ‘

Z powyzszej tabeli odczytujemy rozstep R = (10 - 0 ) = 10. Z wykresu dystrybuanty natomiast bez trudu
mozemy odczyta¢ podstawowe informacje.

BOAED

Flxj) —_—
45750 .

—
30750
—
15480
—
L= X0 Xo5 X075

o1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 %

Najwigksza wartoscia zmiennej losowej X dla ktorej warto$¢ dystrybuanty jeszcze nie przekroczyta



potowy jest pig¢, tak wigc mediana x,; =5. Podobnie wyznaczamy dolny 1 géorny kwartyl:

Xoos =3 5 Xgz5 =7

A | B C D E F G
f] A A %7 fx - f)?F‘i (%~ f)E'F'z' L% _f)‘? i
0 2 0.033 0.00 082 -405 201
1 8 0.100 0.10 158 -626 248
2 7 0.117 0.23 103 307 9.1
3 3 0.050 0.15 019] -0.38 0.8
4 3 0.083 0.33 008 -0.08 0.1
5 | 11 0.183 042 0.00 0.00 0.0
6 7 0.117 0.70 0.12 0.13 0.1
7 8 0.100 0.70 0.41 0.84 1.7
g g 0.133 1.06 1.22 3.70 11.2
9 4 0.067 0.60 1.09 4.39 17.7
10 | 1 0.017 017 043 2.16 10.9
2| 6B0]  1.000 4.97 697 -262 96.5

Zadanie 9.
Zmienna ;(2 ma rozktad o £ =25 stopni swobody. Wyznaczy¢ ;(12 wiedzac, ze F( ;(12) =095.

Zadanie 10.
Niech X,,X,,...,X, bedzie proba prosta z populacji normalnej o rozktadzie N(m,2).
Obliczy¢:

a) P(S° > 4.3) dla liczebnoSci préby n=I8.

b) P(8? <3.9) dla liczebnosci préby n=51.

Zadanie 11.
Wiadomo, ze btad pomiaru pewnego przyrzadu ma rozktad normalny N(O ; 6) i z prawdopodobienstwem
0,95 nie wychodzi poza przedziat (-1,1).
a) Dokonano 10 niezaleznych pomiarow tym przyrzadem. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
wariancja empiryczna dla tej proby miesci si¢ migdzy 0,2 a 0,3.
b) Dokonano 100 niezaleznych pomiarow tym przyrzadem. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
wariancja empiryczna dla tej proby jest wigksza od 0,28.

Zadanie 12.

Zuzycie wody w pewnym osiedlu w ciagu dnia ma rozktad normalny N(m ; 11). Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze empiryczna wariancja zuzycia wody w losowo wybranym kwartale nie
przekroczy 100 hektolitrow.

Zadanie 13.
OBOP ocenia, ze 50% rodzin w Polsce zyje w ubdstwie. Wybrano losowo 100 rodzin. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze liczba rodzin zyjacych w ubdstwie: przekracza 40?

Zadanie 14.
Wadliwos$¢ produktu A wynosi 5%. Pobrano losowo 100 sztuk. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze udzial
wadliwych sztuk jest wigksza od 4%?



Zadanie 15.

Srednia waga cztowieka wynosi 75 kg z odchyleniem standardowym 3 kg. Samolot zabiera 81 pasazerow.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze taczna waga pasazeréw przekroczy 6 ton?



