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LWprcuwadzenie do przedmiotu

Plan wyktadow

1. Zdarzenia losowe. Pojecie prawdopodobienstwa. Rézne definicje.
2. Prawdopodobienstwo warunkowe. Niezalezno$¢ zdarzen.
Schemat Bernoulliego.

3. Prawdopodobienstwo catkowite. Twierdzenie hipotez.

4. Zmienne losowe dyskretne i ciggte. Rozktady zmiennych
losowych. Dystrybuanta.

5. Momenty zmiennych losowych (zwykte, centralne, mieszane).
6. Wspdtczynnik korelacji. lloé¢ informacji. Entropia.

7. Funkcje zmiennych losowych dyskretnych i ciggtych.

8. Wielowymiarowe zmienne losowe. Nieliniowe przeksztatcenie
tych zmiennych.

9. Nieréwnos¢ Markowa i Czebyszewa. Prawa wielkich liczb.

10. Funkcja charakterystyczna. Wyznaczanie podstawowych
parametrow.
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Zaliczenie

1. Zaliczenie na podstawie dwdch kolokwidw.

2. Kolokwium: 4 zadania po 3 punkty = 12 punktéw maksymalnie
3. Kolokwium odbywa sie w dwdch turach po 45 minut dla kazdej

potowy studentéw. Nalezy przyj$¢ z dokumentem potwierdzajagcym
tozsamos¢ !

4. Mniej niz 3 punkty z kolokwium to BRAK ZALICZENIA KURSU
5. Zaliczenie kursu od 12 punktéw z obu kolokwidw.

6. Mniej niz 6 punktéw z obu kolokwiéw nie uprawnia do terminu

poprawkowego !!!

7. Termin pierwszego kolokwium: ...............
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Listy zadan wywieszane beda co miesigc na trzecim pietrze
budynku C5.
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I—Wprcbwadzenie do przedmiotu

Listy zadan wywieszane beda co miesigc na trzecim pietrze
budynku C5.

Terminy konsultacji — beda podane na tabliczce na drzwiach
pokoju 305-C5.
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L Wyktad I - Tematyka wyktadu

Wyktad | - Omawiane zagadnienia

» Podstawowe pojecia kombinatoryki
» Zdarzenia losowe

» Pojecie prawdopodobienstwa. Rézne definicje
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LWyHad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Definicja

k wyrazowa wariacja bez powtérzen z n-elementowego zbioru A
(n > k) nazywamy kazdy k wyrazowy ciag elementéw, ktérego
wyrazy sa réznymi elementami z tego zbioru. Liczbe wariacji bez
powtdrzen oznaczamy symbolem V.

Vk:n>|<(n—1)>s<(n—2)>s<...>|<(n—k—i—1):L

n



|—Wykfad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Przyktad

lle jest liczb czterocyfrowych, w ktérych nie powtarza sie zadna
cyfra ?



LWyk’{ad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Przyktad

lle jest liczb czterocyfrowych, w ktérych nie powtarza sie zadna
cyfra ?

Rozwiazanie

llosci liczb zaczynajacych sie cyfra 0,1,2,...,9 sa réwne. Chcac
uzyskac te liczby czterocyfrowe o niepowtarzajacych sie cyfrach,
ktére nie zaczynaja sie od 0, nalezy z otrzymanej wariacji V1
odrzuci¢ jej dziesigta czes¢. Rozwigzaniem jest wiec:

9

Vi = 0 Vip = 4536

1
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LWyHad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Definicja
k wyrazowa wariacja z powtdérzeniami z n-elementowego zbioru
A (n > k) nazywamy kazdy k wyrazowy ciag elementéw z tego

zbioru i oznaczamy V
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LWyk’{ad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Przyktad

Centrala telefoniczna pracuje na potaczeniach siedmiocyfrowych,
ktére uzyskuje sie z cyfr 0,1,2,...,9. llu abonentéw centrala moze
zarejestrowac, jesli pofaczenia siedmiocyfrowe zaczynajace sie od 0
nie moga by¢ realizowane oraz pofaczenia trzycyfrowe zaczynajace
sie od 9 sa przewidziane dla strazy pozarnej, itp. 7



LWyk’{ad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Rozwigzanie

Tworzymy zbiory siedmioelementowe (siedmiocyfrowe numery
telefonéw) z elementéw zbioru dziesiecioelementowego (cyfry), w
ktorych kolejnos¢ wystepowania elementéw odgrywa role i
elementy moga sie powtarzac. llos¢ numeréw rozpoczynajacych sie
od 0,1,...,9 jest taka sama, wiec aby otrzymac numery, ktdre nie
zaczynaja sie od 0 nalezy od otrzymanej wariacji VIO odjac jej
dziesigta czesé. Otrzymujemy

vzl 17 7 1.7 7 6
10909710 10

Dodatkowo mamy 1000 numerdw trzycyfrowych rozpoczynajacych
sie od 9.
Razem jest wiec 8999000 numeréw.
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LWyHad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Definicja

Zbior sktadajacy sie z n elementéw uporzadkowanych i réznych
nazywamy permutacja (przemiang) bez powtdrzen z n elementéw
i oznaczamy symbolem P,,.

Po=V]=nx(n—1)*%(n—2)%...%x3%x2x1=n (3)

n
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LWyHad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Przyktad

Piec parzystych cyfr 0,2,4,6,8 i piec nieparzystych 1,3,5,7,9
uktadamy obok siebie w szereg tak, by cyfra parzysta sasiadowata z
nieparzysta. lloma sposobami mozna to uczynic¢ ?
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LWyk’{ad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Rozwiazanie

Weszystkie cyfry sa ukfadane na dziesieciu miejscach. Cyfry
parzyste moga zajmowac miejsca 1,3,5,7,9 - (1) lub 2,4,6,8,10 -
(11), a cyfry nieparzyste wypetniaja pozostate miejsca. Przy kazdej
z tych pozycji cyfry parzyste moga dowolnie permutowad, tworzac
Ps = 5! = 120 permutacji.

Kazda permutacja cyfr parzystych moze tworzy¢ uktfad z dowolng
permutacja cyfr nieparzystych. Uktadéw takich jest (Ps)? = 14400.
Poniewaz wymieniona tu sytuacja moze zachodzi¢ badz w pozycji
(1), badz (Il), wszystkich ukfadéw jest dwa razy wiecej, tj. 28800.



LWyk’{ad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Definicja

Zbidr sktadajacy sie z n elementéw uporzadkowanych, wsréd
ktérych pewne elementy powtarzaja sie odpowiednio ny, na,..., Ny
razy, nazywamy n-elementowa permutacja z powtdrzeniami i

niy,no,...,n
oznaczamy symbolem Pp" "k,

|
Pnsnz,k n: (4)
n nll*ngl*...*nk!

W szczegblnosci

B n! n
n k!(n — k)! o\ k



|—Wykfad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Przyktad

lle réznych wyrazéw majacych sens lub nie, mozna utworzyc,
przestawiajac wszelkimi sposobami litery w wyrazie
"telekomunikacja” ?
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LWyk’{ad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Przyktad

lle réznych wyrazéw majacych sens lub nie, mozna utworzyc,
przestawiajac wszelkimi sposobami litery w wyrazie
"telekomunikacja” ?

Rozwigzanie

Tworzymy zbiory 15-elementowe ze zbioru 15-elementowego. W
tworzonych zbiorach kolejnos¢ elementéw (liter) odgrywa role.
Litery w danym wyrazie powtarzaja sie: e - 2 razy, k - 2 razy, a - 2
razy. Z tego wnioskujemy, ze otrzymamy tyle réznych wyrazéw, ile
Jjest réznych permutacji z powtérzeniami

15!
222 _ _
Pis™ = 21 %21 % 21
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I—Wyk#ad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Definicja
k elementowa kombinacja bez powtdrzen n-elementowego zbioru
A nazywamy kazdy k elementowy podzbiér zbioru A.

q=<2) (6)
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|—Wykfad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Przyktad

lle nastapi powitan, gdy jednoczesnie spotka sie 6 znajomych?
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LWyHad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Przyktad

lle nastapi powitan, gdy jednoczesnie spotka sie 6 znajomych?

Rozwigzanie

n = 6 jest liczba wszystkich osob, k = 2 jest liczba osob, ktére
Jjednoczesnie podaja sobie rece. Gdy zatozymy, ze porzadek przy
witaniu sie dwdch oséb nie odgrywa roli, to otrzymamy:

| |
C62:<6>: 6! _4.*5*6:5*6:15 (7)

2 206 —2)!  2x4! 2
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LWyHad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Definicja

k-elementowa kombinacja z powtérzeniami ze zbioru
n-elementowego A nazywamy zbiér ztozony z réznych lub
nierézniacych sie elementéw zbioru A.

— n+k-—1
c5=< p ) (8)
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|—Wykfad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Przyktad

Kosci do gry w domino sa zaznaczone dwiema liczbami. lle réznych
kosci mozna utworzy¢ z liczb 0,1,2,...,n ?
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LWyk’{ad | - Podstawowe pojecia kombinatoryki

Przyktad

Kosci do gry w domino sa zaznaczone dwiema liczbami. lle réznych
kosci mozna utworzy¢ z liczb 0,1,2,...,n ?

Rozwiazanie

Kos¢ sktada sie z dwéch czesci (liczb), gdzie kos¢ (2 1) jest taka
sama jak kos¢ (1 2).

Do dyspozycji mamy n+1 réznych liczb. Tworzymy zbiory
dwuelementowe, w ktérych kolejnos¢ nie odgrywa roli i elementy
moga sie powtarzac. llos¢ réznych kosci réwna jest kombinacji z
powtérzeniami z n+1 elementéw po 2:

_ 1
Coi = ( "1 ) = (1) x(n+2)

Np. dla n=6 mamy 28 réznych kosci do gry w domino.



LWyk’{ad | - Zdarzenia losowe

/darzenia losowe

Definicja intuicyjna: Jesli zajscie lub niezajscie pewnego zdarzenia
nie mozna przewidzieé i jesli powiedzenie, ze zachodzi ono lub nie
ma sens, to méwimy, ze takie zdarzenie jest zdarzeniem losowym.
Przyktad:

» uderzenie kuli w cel,

> przejscie elektronu z jednej orbity na druga.

Zdarzenia losowe bedziemy oznaczaé duzymi literami facinskimi: A,
B,...
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Wiasnos¢ 1:

Jezeli zdarzenie A zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
zdarzenie B, to méwimy, ze zdarzenie A jest rébwnowazne (réwne)
zdarzeniu B, co zapisujemy

A=B (9)

Przyktad:

Rzucamy dwiema kostkami. Niech zdarzenie A polega na
otrzymaniu nieparzystej sumy oczek, a zdarzenie B polega na
otrzymaniu nieparzystej liczby oczek na jednej i parzystej liczby na
drugiej kostce. Oczywiste jest, ze A= B.
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Wtasnos¢ 2:

Jezeli zdarzenie B zachodzi wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A, to
moéwimy, ze zdarzenie A jest sprzyjajagcym zdarzeniu B lub inaczej,
ze zajscie zdarzenia A pociaga za soba (powoduje) zajscie
zdarzenia B co zapisujemy:

ACB (10)

Przyktad:

Rzucamy kostka do gry. Niech zdarzenie B polega na otrzymaniu
na kostce parzystej liczby oczek, a zdarzenie A polega na
otrzymaniu dwdch oczek. Wéwczas A C B.
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Witasnos¢ 3:

Jezeli zdarzenie A zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zajdzie co
najmniej jedno ze zdarzen Aj, Ay, ..., A, to mdwimy, ze zdarzenie
A jest suma (alternatywa) zdarzen A;, Az, ..., A,, co zapisujemy:

A=A 1UAU...UA, albo A=A1+A +...+ A, (11)

Kazde ze zdarzen A; (i = 1,2, ..., n) jest zdarzeniem sprzyjajacym
zdarzeniu A, poniewaz zajscie dowolnego ze zdarzeh A; powoduje
zajsécie zdarzenia A.
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Przyktad:

Oznaczmy przez A; zdarzenie polegajace na otrzymaniu liczby
parzystej przy rzucie kostka, przez A, zdarzenie polegajace na
otrzymaniu orta przy rzucie moneta, a przez As zdarzenie
polegajace na otrzymaniu karty pik przy losowaniu z talii kart.
Zdarzenie A = A; U Ay U A3 polega na otrzymaniu liczby parzyste;j
lub orta lub pika, tzn. na zajéciu co najmniej jednego z
wymienionych zdarzen. Zdarzeniem sprzyjajacym zdarzeniu A
bedzie np. wyrzuceniu dwoch oczek na kostce, juz bez wzgledu na
to, co otrzymamy przy rzucie moneta i w wyniku losowania z talii
kart.
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Whtasnosc 4:

Jezeli zdarzenia A nie mozna przedstawié w postaci sumy co
najmniej dwoch zdarzen réznych od A, to takie zdarzenie
nazywamy elementarnym.

Przyktad:
Przy rzucie kostka do gry zdarzeniami elementarnymi beda: A; -
wyrzucenie jednego oczka, ..., Ag - wyrzucenie szesciu oczek. Tych

zdarzen nie mozna przedstawié jako sumy co najmniej dwdch
zdarzen. Natomiast zdarzenie A polegajace na wyrzuceniu parzystej
liczby oczek nie jest elementarnym gdyz

A=AUA;U A
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Wtasnos¢ 5:

Zbi6r wszystkich mozliwych (w danych warunkach) zdarzen
elementarnych bedziemy nazywac zbiorem podstawowym lub
przestrzenig zdarzen elementarnych (2, a same zdarzenia -

elementami tego zbioru lub punktami tej przestrzeni.
Przyktad:

Jezeli rzucamy trzema monetami, to przestrzen zdarzen
elementarnych jest nastepujaca:

A1(0,0,0), AyO0,0,R), As(O,R,0), A4(R,0,0)

As(R,R,R), Ae(R,R,0), A7(R,O,R) As(O,R,R)
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Wtasnos¢ 6:

Zdarzenie nazywamy pewnym, jezeli zbiorem zdarzen
sprzyjajacych jest przestrzen zdarzen elementarnych €.
Przykfad:

Rzucamy kostka. Przestrzen zdarzen elementarnych dla jednego
rzutu to:

0=1{1,2,3,4,56}

Zdarzenie polegajace na wyrzuceniu jakielkolwiek liczby oczek od 1
do 6 uwazamy za pewne, gdyz jedno ze zdarzen elementarnych
zawsze zajdzie.
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Wtasnosé 7:

Zdarzenie nazywamy niemozliwym, jezeli zbiorem zdarzen
sprzyjajacych jest zbiér pusty O. Zdarzenia niemozliwego nie
zaliczamy do zdarzen elementarnych.

Przyktad:

W urnie mamy kule koloru czerwonego i zielonego. Losujemy jedna
kule. Zdarzeniem niemozliwym jest wyciagniecie kuli koloru np.:
biatego lub czarnego.
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Wtasnos¢ 8:

Zdarzenie A polegajace na zajsciu kazdego ze zdarzen

A1, Az, ..., A, nazywamy iloczynem (koniunkcja lub facznym
zajéciem) zdarzen A, Ay, ..., A, i zapisujemy

A=AINAN...NA, lub A=A{A... A, (12)

Przykfad:

Z talii 52 kart ciggniemy jedna. Niech zdarzenie A; polega na
wyciagnieciu pika, a zdarzenie A, na wyciagnieciu asa. Zdarzenie
A = A1 N A, polega na wyciagnieciu asa pikowego.
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Wtasnos¢ 9:
Zdarzenia A oraz B nazywamy wykluczajacymi sie, jezeli
koniunkcja tych zdarzen jest zdarzeniem niemozliwym

ANB=0 (13)

Przykfad:

Rzucamy kostka do gry. Zdarzenie A to wyrzuceniu parzystej liczby
oczek, zdarzenie B to wyrzucenie 5 oczek, zdarzenie C to
wyrzucenie co najmniej 4 oczek. Zdarzenia A i B nie maja
elementéw wspdlnych. Natomiast zdarzenia A i C maja dwa
elementy wspdlne {4,6}.



LWyk’{ad | - Zdarzenia losowe

Wtasnos¢ 10:
Zdarzenia A1, A, ..., A, tworza uktad zupetny zdarzen, jezeli
wytaczaja sie parami i suma ich jest zdarzeniem pewnym

AAUAU...UA,=Q oraz A,'ﬂAJ':O
dla i#jii=1,2,..mj=1,2,..n (14)

Przyktad:

Rzucamy kostka do gry. Zdarzenie A to wyrzucenie parzystej liczby
oczek, zdarzenie B to wyrzucenie nieparzystej liczby oczek. Mamy
A=1{2,4,6}, B={1,3,5}. Wszystkie zdarzenia elementarne
zdarzen A i B tworza cata przestrzen zdarzen elementarnych

Q ={1,2,3,4,5,6} oraz wykluczaja sie wzajemnie. Wynika z tego,
ze zdarzenia A i B tworza uktad zupetny zdarzen.
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Wtasnos¢ 11:
Zdarzenia A i A nazywamy zdarzeniami przeciwnymi jeéli tworza
uktad zupetny zdarzen, czyli

AUA=Q oraz ANA=0 (15)

Przyktad:

Rzucamy kostka. Zdarzenie polegajace na wyrzuceniu jednego
oczka oraz zdarzenie polegajace na wyrzuceniu co najmniej dwéch
oczek sg zdarzeniami przeciwnymi.
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Wtasnosc¢ 12:
Zdarzenie A polegajace na tym,ze zajdzie zdarzenie A; i nie zajdzie
zdarzenie Ay nazywamy réznica zdarzeh A; i Az i oznaczamy

A:Al—A2:A10Z2 (16)

Przyktad:

Rzucamy kostka. Niech zdarzenie A; polega na wyrzuceniu
parzystej liczby oczek,a zdarzenie A, na wyrzuceniu liczby oczek
podzielnych przez 3. Zdarzenie A = A; — A, polegaé bedzie na
wyrzuceniu dwéch lub czterech oczek.



L Wyktad | - Zdarzenia losowe

Algebra zdarzen:
A+B=B+A
A+(B+C)=(A+B)+C
A+0=A
A+A=A

AB = BA
A(BC) = (AB)C

AO =0
AA+B)=A

AB+ C)=AB+ AC
AQ=A
CA+A=Q
.AA=0

[y

© 0N W

—= = =
N RO



LWyk’{ad | - Zdarzenia losowe

Algebra zdarzen cd. :

1. A+Q=0Q
AA = A - prawo tautologii dla iloczynu
A+AB=A
A+BC=(A+B)(A+ ()
A C B = A+ B = B - relacja zawierania sie (inkluzji)
ACB=(AB=A)
Prawa de Morgana: A+ B=ANB
AB=A+B
A—B=AB
9. A-B)+B=A+8B
10. lloczyn dwbéch réznych zdarzen elementarnych A i A, jest
zdarzeniem niemozliwym, czyli AjA> = O

No O e wDd

®
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Algebra borelowska (o-algebra) zdarzen
Niech dany bedzie zbiér €2 dowolnych elementéw. Z elementéw
tych tworzymy zbiory Ay, ..., A,. Zbiér utworzony z tych zbioréw
oznaczmy symbolem R. Zbiér R bedziemy nazywac algebra i
oznacza¢ S jesli w zbiorze tym wykonalne s3 dziatania dodawania i
dopetnienia spetniajace aksjomaty Boole'a, tzn. jedli zatozenia
Ai€ R, Aje R (i,j=1,2,...,n) pociagaja za sobg warunki:

1. Ai+A€eR

2. Ai€R

3.Q€eR

W algebrze S okreslone sg wszystkie wczeéniej przedstawione
dziatania na zbiorach.
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Algebra borelowska (co-algebra) zdarzen cd.
Jesli uzupetnimy definicje algebry S o zatozenie przynaleznosci do
R zbioréw Ai(i =1,2,...) oraz

Y A€ER (17)
i=1

to algebre S bedziemy nazywaé borelowska (co-algebra).

Jezeli rozpatrywany zbidr € jest zbiorem zdarzen elementarnych to
rozpatrywana algebre borelowska nazywamy algebra borelowska
zdarzen, a elementy tej algebry zdarzeniami losowymi.

Jezeli algebra zdarzen ztozona jest z n zdarzen elementarnych to
mozna utworzy¢ 2" zdarzen nalezacych do tej algebry.



LWyk’{ad I - Pojecie i pewne wtasnosci prawdopodobienstwa

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa Laplace’a
Okreslamy:

Zbiér podstawowy () zdarzen elementarnych Ag, ..., A, jednakowo
mozliwych.

Zbidér S utworzony ze zdarzenia niemozliwego O, wszystkich
zdarzen A; (i =1,2,...,n) oraz wszystkich zdarzen A, ktére moga
by¢ utworzone ze zdarzen elementarnych A; zbioru 2 (razem 2"
elementéw).

Przyktad:

Jesdli Q = {Al, AQ,A3} to

S= {O,Al,Az,A3,A1 + A, A1+ A3, A+ A3, A1+ A+ A3 = Q}
Tak utworzony zbiér S jest algebrg zdarzen.



LWyk’{ad I - Pojecie i pewne wtasnosci prawdopodobienstwa

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa Laplace’a cd.
W rozpatrywanym zbiorze S kazdemu zdarzeniu A
przyporzadkowujemy liczbe P(A) = p zwana
prawdopodobiefstwem zajscia zdarzenia A nastepujaco:
Definicja: Jezeli zbiér podstawowy sktada sie z n zdarzen
elementarnych jednakowo mozliwych i jezeli wérdd nich jest k
zdarzen sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A, to liczbe

P(A) = — (18)

nazywamy prawdopodobienstwem zajécia zdarzenia A.
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Przyktad:

Dokonujemy trzech rzutéw moneta. Obliczyé prawdopodobienstwo:
1) zdarzenia A, polegajacego na tym, ze orzet pojawi sie dwa razy;
2) zdarzenia B, polegajacego na tym, ze orzet pojawi sie co
najmniej dwa razy;

3) zdarzenia C, polegajacego na tym, ze orzet pojawi sie co
najwyzej dwa razy.

Zbiér podstawowy

2 ={000, OOR, ORO, ROO, RRR, ORR, ROR, RRO}.

1) Zbidr zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A: OOR, ORO, ROO czyli
P(A) = 3.
2) Zbiér zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu B:

000, OOR, ORO, ROO czyli P(B) = §.

3) Zbiér zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu C:

OOR, ORO, ROO, RRR, ORR, ROR, RRO czyli P(C) = £.
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Przyktad:
Cyfry 1,2,3,4,5 s3 napisane na pieciu kartkach. Pobieramy losowo

trzy kartki. Jakie jest prawdopodobienstwo p tego, ze suma
otrzymanych cyfr jest liczba parzysty ?

u}

o}
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i
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Przyktad:
Cyfry 1,2,3,4,5 s3 napisane na pieciu kartkach. Pobieramy losowo

trzy kartki. Jakie jest prawdopodobienstwo p tego, ze suma
otrzymanych cyfr jest liczba parzysty ?
llos¢ wszystkich mozliwych zbioréw (tréjek kartek) jest réwna

20
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Przyktad:

Cyfry 1,2,3,4,5 s3 napisane na pieciu kartkach. Pobieramy losowo
trzy kartki. Jakie jest prawdopodobienstwo p tego, ze suma
otrzymanych cyfr jest liczba parzysty ?

llos¢ wszystkich mozliwych zbioréw (tréjek kartek) jest réwna
3= g

lloé¢ przypadkdw sprzyjajacych to ilo$¢ sposobdw wylosowania
dwéch cyfr sposréd cyfr nieparzystych i jednej sposréd parzystych,
tzn. C3 % C} = g * i

Ostatecznie

: (19)
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Podstawowe wfasnosci prawdopodobienstwa:

1. Prawdopodobienistwo P(A) zdarzenia pewnego réwna sie 1:
P(A) =12 =1.

2. Prawdopodobienistwo P(A) zdarzenia niemozliwego réwna sie
0: P(A)=2=0.

3. Prawdopodobienstwo P(A) kazdego zdarzenia spetnia:
0<=P(A) <=1.

4. Jezeli A C B, tzn. jedli zajscie zdarzenia A pocigga za sobg
zajscie zdarzenia B, to: P(A) < P(B)
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Przyktad:
W urnie sg 3 kule zielone, 4 kule czerwono-zielone, 3 kule
czerwono-zielono-niebieskie. Losujemy jedna kule. Oznaczmy przez
A, zdarzenie otrzymania koloru zielonego, przez A, koloru
niebieskiego oraz przez A. koloru czerwonego.
Zauwazamy, ze:

» Ac C A, poniewaz kula z kolorem czerwonym musi mie¢

rowniez kolor zielony.

» A, C Ac C A, poniewaz zajscie zdarzenia A, pociaga za soba
zajscie zdarzen Ac i A;.

> P(An) =3, P(A)) = 15, P(A;) =1

> P(Ac) < P(A2), P(An) < P(Al), P(An) < P(A,)
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Podstawowe wfasnosci prawdopodobienstwa cd:
1. Jezeli A= B to P(A) = P(B)
2. Prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na zajsciu
jednego z dwu wykluczajacych sie zdarzen A; lub Ay réwna

sie sumie prawdopodobienstw tych zdarzen:
P(A) = P(A1 + Az) = P(A1) + P(A2).

Przykfad:

Rzucamy kostka do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
liczba otrzymanych oczek bedzie mniejsza od 3 7

Oznaczmy zdarzenie, ktérego prawdopodobienstwo szukamy przez
A. Polega ono na wyrzuceniu jednego oczka (Aj) lub dwdch oczek
(A2). Zdarzenia A; i Ay wykluczaja sie oraz P(A;) = % i

P(A;) = ¢. Ostatecznie P(A) = ¢ x % = %
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Podstawowe wtasnosci prawdopodobienstwa cd:

1. Prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajaceg na zajsciu
przynajmniej jednego ze zdarzen Ai, A réwna sie
P(A) = P(A1) + P(A2) — P(A1A2)

Przyktad:

Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze z talii 52 kart losujac jedna

karte wyciggniemy asa lub pika ?

Niech A; oznacza wylosowanie pika, a Ay asa oraz A zajscie

przynajmniej jednego z tych zdarzeh. Zauwazamy, ze: P(A;) = 13
4

=}
P(Ay) = 55, P(A1A) = &.Stad PA) =B + & — & = 4.



R
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Podstawowe wtasnos$ci prawdopodobienstwa cd:

1. Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia przeciwnego do

zdarzenia A réwne jest P(A) =1 — P(A).

u}
o}
I
i
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Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa
Zatozenia:

» Dany jest niepusty zbidr €2 zdarzen elementarnych skonczony
lub nieskonczony zwany przestrzenia.

» W przestrzeni () okre$lona jest borelowska algebra zdarzen S.

Aksjomaty podstawowych wiasnosci prawdopodobienstwa
zdarzenia A:

1. Prawdopodobienstwo P(A) jest nieujemne: P(A) >= 0.

2. Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego réwne jest 1:
P(Q) = 1.

3. Jedli zdarzenia A1, Ag, ..., Ap, ... wykluczaja sie parami to:
P(Ai+Ax+...+An+...) = P(A1)+P(A))+...+P(An)+....
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Definicja: Borelowsky algebre zdarzen S w przestrzeni €2, na ktérej
okreslona jest dla kazdego zdarzenia A € S funkcja P(A)
spetniajaca podane aksjomaty, nazywamy algebra
prawdopodobieristwa i oznaczamy [Q2, S, P].



istwa

L_Wyktad 1 - Pojecie i pewne wtasnosci prawd

Whtasnosci prawdopodobienstwa

Jezeli AC Bto P(B )
P(A) +

1. Jedli AC B to P(A) <= P(B)
2. P(A)=1-P(A)

3. P(O)=0

4. 0<=PA) <=1

5. P(B—A)=P(B) — (

6.

7.

P(A+B) =
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Prawdopodobienstwo geometryczne

Definicja: Niech bed3 dane S oraz 2. Kazdemu zdarzeniu A€ S
przypisujemy nieujemna liczbe m(A) zwana miarg zdarzenia A,
jesli spelnia ona:

1. m(A)>=0

2. m(0)=0

3. m(A1+As+.. .+ Ap+...) = m(A)+m(A)+...+m(Ay)+. ..
jesli zdarzenia A1, Aa, ..., An, ... wykluczaja sie parami.

Definicja: Prawdopodobienstwo geometryczne zdarzenia A
okreslone jest jako

pA) = 25 (20)
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Przyktad:
Dwie osoby uméwity sie w ustalonym miejscu miedzy godzina
16:00 a 17:00. Obie osoby przychodzg w chwilach losowych,
czekaja t minut i odchodza jedli sie nie spotkaty. Obliczy¢
prawdopodobienstwo spotkania tych oséb.
Oznaczmy:

x-moment przyjscia osoby pierwszej,

y - moment przyjsécia osoby drugiej,

A - zdarzenie polegajace na spotkaniu sie oséb.
Zauwazmy, ze:

16 : 00 <= x,y <= 17: 00,

osoby spotkaja sie gdy |x — y| <=t lub inaczej
X—t<=y<=x-+t.



R
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Obszar spotkania jest zakreskowany na rysunku. Szukane

prawdopodobienstwo réowne jest ilorazowi pola zakreskowanego do
(60—t)2

pola catego kwadratu: p(A) = 1 — .

u}
o}
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Przyktad:

Strzelec strzela do tarczy. Obliczy¢ prawdopodobieristwo trafienia
w $ciéle okreslony punkt.

Jesli przyjmiemy jako miare zdarzenia miare pola ograniczajacego
zbiér zdarzen elementarnych to miarg trafienia w $cisle okreslony
punkt jest 0. W rezultacie szukane prawdopodonienstwo réwne jest
ZERO, chociaz nie jest niemozliwe trafienie w wybrany punkt :)
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Przyktad - Paradoks Bertranda

Na okregu C o promieniu r rysujemy "losowo” cieciwe AB. Jakie
Jjest prawdopodobienstwo p, ze dtugosé / tej cieciwy bedzie wigksza
niz dtugoé¢ rv/3 boku tréjkata réwnobocznego wpisanego w okrag
-

Rozwigzanie 1:

Srodek M cieciwy AB jest punktem "losowym”. Jedli lezy on w
kole C; o promieniu r/2 to | > ry/3. Szukane prawdopodobienstwo
p réwne jest stosunkowy pola kota (; (wynziki sprzyjajace) do kofa
wre/4 1

w2 T 4

C (wszystkie mozliwe wyniki), czyli p =
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Rozwigzanie 2:

Poniewaz koniec A cieciwy AB jest punktem "losowym"”, mozemy
przyjaé, ze jest ustalony. Mozliwych wynikw jest wiec mniej, lecz i
wynikdw sprzyjajacych jest rowniez proporcjonalnie mniej.
Bedziemy mie¢ | > rv/3, jedli B lezy na tuku DBE, ktérego
dtugos¢ jest réwna 27r/3. Prawdopodobienstwo p jest wiec réwne
stosunkowi dtugosci 27rr/3 tuku DBE (wyniki sprzyjajace) do

dtugosci 2mr okregu (wszystkie wyniki): p = 272::{3 =1
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Rozwigzanie 3:

Poniewaz kierunek AB jest "losowy”, mozemy zatozy¢, ze jest
ustalony, prostopadty do $rednicy FK (rysunek). Znowu wyniki
sprzyjajace i mozliwe zmieniaja sie proporcjonalnie. Bedziemy mieé
I > rv/3, jedli érodek M cieciwy AB lezy miedzy G i H, a zatem p
jest réwne stosunkowi dlugosci r odcinka GH (wyniki sprzyjajace)
do dtugosci 2r érednicy FK (wszystkie wyniki): p = 5~ = %

r
r
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