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LTematyka wyktadu

Wyktad IV - Omawiane zagadnienia

Momenty zwykte
Momenty centralne
Momenty zmiennej losowej normalnej

Mediana, moda

vV vVv.v. v Yy

Funkcje zmiennej losowej



L Momenty zwykfte

Definicja: Momentem zwyktym rzedu k (k =1,2,...) zmiennej

losowej X nazywamy:
my = ZX;kPi (1)
i

dla zmiennej losowej skokowej,

my = / T xRF(x)dx 2)

—00

dla zmiennej losowej ciagtej.
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L Momenty zwykfte

Definicja: Moment zwykty rzedu pierwszego nazywamy wartoscia
przecietng (wartoscig oczekiwang, $rednia):

m =n=E{X}= Zx,-p,- (3)
dla zmiennej losowej skokowej,
my =n=E{X}= / xf (x)dx (4)

dla zmiennej losowej ciagtej.



[ Momenty zwykfte

Przykfad: Rzucamy monete. Oznaczmy wyrzucenie orta liczba 1,
natomiast reszki liczba 0. Niech P(1) = P(0) = % W takim razie

1

1 1
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- Momenty zwykte

Przyktad: Rzucamy monete. Oznaczmy wyrzucenie orfa liczba 1,
natomiast reszki liczba 0. Niech P(1) = P(0) = % W takim razie

1 1 1
EX)=1%-4+0%x-=—
X)=1x5+0%5=3
Przyktad: Zmienna losowa o rozkfadzie zero-jedynkowym
przybiera warto$¢ 1 z prawdopodobienistwem p oraz 0 z
prawdopodobienstwem q. W takim razie



L Momenty zwykfte

Przyktad: Zmienna losowa ma rozktad dwumianowy o
parametrach p, n. W takim razie

E(X)zik( Z )pkq”_k:...:np (5)
k=0

Dla zmiennej losowej X o rozktadzie Poissona

[e.o]

no)k
E(X) = Z k%e‘"" =..=np (6)
k=0 ’



e

[ Momenty zwykfte

Jesli zmienna losowa X ma rozktad prostokatny, tj.

L dla a<=x<=b
_ b—a
f(x)_{o dla x<aix>hb

Wtedy

1 b 1 b2—22 a+b
E(X) = /aXdX_b—a R
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L Momenty zwykfte

Przyktad: Zmienna losowa X podlega rozktadowi
P(X = x¢) = px, k =1,2,..., gdzie px = 2/3 oraz
xx = (—1)k3K/k. Wyznaczy¢ moment zwykty rzedu pierwszego.

Rozwigzanie: Wyznaczamy sume:

[ee] o0
> xipi=2%> (-1)'/i = —2In2
i=1 i=1



- Momenty zwykte

Twierdzenie: Warto$¢ oczekiwana sumy dowolnej skonczonej
liczby zmiennych losowych réwna sie sumie warto$ci oczekiwanych
tych zmiennych

E(Xq + oo+ Xp) = E(X1) + oo + E(Xp) (7)

Twierdzenie: Warto$¢ oczekiwana iloczynu dwdch niezaleznych
zmiennych losowych réwna sie iloczynowi wartosci oczekiwanych
tych zmiennych

E(X1X2) = E(X1)E(X2) (8)



LMomenty centralne

Definicja: Momentem centralnym rzedu k, (k =1,2,...) zmiennej
losowej X nazywamy

=y _(xi — mp)*pi 9)

i

dla zmiennej losowej skokowe;j,
g = / (xi — m1)*f(x)dx (10)

dla zmiennej losowej ciagtej.
Mamy pp = 0.



- Momenty centralne

Definicja: Moment centralny rzedu drugiego p> nazywamy
wariancjg, a pierwiastek z niego odchyleniem standardowym.

o = D2(X) =02 = Z(X,' — E{X})zp,- (11)
dla zmiennej losowej skokowej,
jio = D?(X) = 02 — / (x — E{X}2F(x)dx  (12)

dla zmiennej losowej ciagtej.



LMomenty centralne

Twierdzenie: Zachodzi zwigzek
p2 = E(X?) — E2(X) = my — mj (13)

Przyktad: Zmienna losowa X ma rozktad zero-jedynkowy. Z
przyktadu wyzej wiadomo, ze E(X) = p. Tak wiec

EXX?)=12%p+02%xqg=p

oraz
po = E(X?) — E*(X) = p— p* = pq



R

LMomenty centralne

Przyktad: Rzucamy szescienna kostka do gry. Obiczy¢ wariancje
wyrzuconych oczek na kostce.
Rozwigzanie:

E(X)=%+(1+2+3+4+5+6)=35

D(X) = E(X?) — E2(X) =
gx (12422432 + 42+ 524 62) — 352 =235
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[ Momenty centralne

Dla zmiennej losowej o rozktadzie dwumianowym mamy
M2 = npq
Dla zmiennej losowej o rozktadzie Poissona mamy

2 = pq
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LMomenty centralne

Twierdzenie: Wariancja sumy n niezaleznych zmiennych losowych
WYynosi

D?(Xy + ...+ X,) = Zn: D?(X;) (14)
i=1

Twierdzenie: Wariancja réznicy dwdch niezaleznych zmiennych
losowych wynosi

D?(X; — Xz) = D?*(X1) + D*(X2) (15)



- Momenty centralne

Definicja: Jezeli X jest zmienng losowa o odchyleniu
standardowym D(X) = o, to zmienng losowa Y = é nazywamy
unormowang.
Twierdzenie: Wariancja zmiennej losowej unormowanej jest réwna
jeden.
Dowdd: X )
2 2 2
D*(Y) = D () - lpx)=1 (16)

g



- Momenty centralne

Definicja: Jezeli X jest zmienng losowa o wartosci oczekiwanej
E(X) = n i odchyleniu standardowym D(X) = o, to zmienna
losowa Y = % nazywamy standaryzowang.

Twierdzenie: Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowe;j

standaryzowanej jest réwna zero, a wariancja jest réwna jeden.

Dowdd:
X — E(X) — —
E(Y):E( n)z X)—n _n M _y (17)
o o o
oraz
X—n X 17 1 1
2 2 2 A _ 2
D2(Y) D( - )_D (U U) SD(X) = 5o



LMomenty centralne

Moment centralny mozna wyrazi¢ za pomoca wartosci oczekiwanej
w sposéb nastepujacy:

k
e = E(X = E(X))) =) ( - ) (=D"EX)"my—r  (19)

r=0 r

np.:
p2=EX—EX)?=mp — m?

p3 = E(X — E(X))® = m3 — 3mymy 4 2m?
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[ Momenty centralne

W podobny sposdéb mozna wyrazi¢ momenty zwykte za pomoca
momentéw centralnych

k
my = E(X)k = Z < k ) E(X)r/lk—r (20)
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LMomenty centralne

Momenty absolutne definiujemy jako:
My = E{IX["} =3 |xil“pi (21)
dla zmiennej losowej skokowej,
M= E(XI} = [~ IxF(dx (22)

dla zmiennej losowej ciagtej.
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[ Momenty centralne

Momenty uogdlnione wzgledem a definiujemy jako

ami = E{(X —a)"} i M, =E{X-al} (23)
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LMomenty centralne

Przyktad: Jesli zm. |. X ma rozktad jednostajny w przedziale

(—c,c), to f(x) = &= w tym przedziale i zero poza nim. Stad

1 c C2n
x2Ndx =

E{X*"} = —
{ } 2c J_¢ 2n+1

Wobec tego wariancja réwna sie

02 = E{X?} = %2 (24)

Momenty nieparzyste tej zmiennej s réwne zeru.



LMomenty zmiennej losowej normalnej

Gdy zm. I. X ma rozklad normalny z wartoscia $renig réwna zeru

1 2 2
f — T X /20
() oV 2T

to

*3%...x(n—1)0" dla n parzystego
dla n nieparzystego

E{X"} = { . (25)

1%3%..%(n—1)c" dlan=2k

E{IX|"} = 2
{| |} {\/W dlan=2k+1 (6)



R

LMomenty zmiennej losowej normalnej

Gdy wartoé¢ érednia 1 # 0 oraz wariancja o # 0 to momenty
zwykte s3 funkcjami tychze parametréw

k(k—1) 7
m(n.o?) = [ m o 0Dde? 0 (1)

Poniewaz mg = 1 to my = 02 + n? oraz my = 30* + 60%n% + n*.
Poniewaz my = 1 to mz = 3020 + n°>.
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|—Momenty zmiennej losowej normalnej

Analogicznie dla momentéw centralnych mamy

k(k —1) o
Ly = %/0 Mk—2d02 (28)

u}
o}

I

i
ht
N
0
?



- Mediana, moda

Wskazniki potozenia (charakterystyki pozycyjne) - wartosci
charakteryzujace potozenie zbioru wartosci zmiennej losowe;.

Wyréznia sie: $rednig, mediane, mode.

Zastosowania: badanie wtasnosci rozktadu zmiennej losowej,
poréwnanie réznych rozktadéw ze soba.



LMediana. moda

Definicja: Mediang Me zmiennej losowej X nazywamy liczbe x
spetniajaca zwiazki

i PX>x)> (29)

1
2



- Mediana, moda

Definicja: Moda (dominanta) Mo zmiennej losowej X
nazywamy:

1. dla zmiennej losowej skokowej - wartos¢ zmiennej losowej, ktérej
odpowiada najwieksze prawdopodobienstwo

2. dla zmiennej losowej ciggtej - wartos¢, dla ktérej gestosé
przyjmuje maksimum lokalne.



|—Mediana. moda

Przyktad: Wyznaczy¢ mediane i mode zmiennej losowej X o
rozktadzie jak w tabeli.
x |2]5]7]10
PX=x)lal5lsls




LMediana. moda

Przyktad: Wyznaczy¢ mediane i mode zmiennej losowej X o
rozktadzie jak w tabeli.
xx |2]5]

710
PX=x)ls]5]3

=

9

Rozwigzanie: Mediana Me = 7 poniewaz
8

1
PX<=T7)= >3 i PX>=7)=

(el e}
NI =

9

Z tabeli widaé, ze moda Mo = 7.



e

|—Mediana. moda

Przyktad: Wyznaczy¢ mediane i mode zmiennej losowej X o
rozktadzie jak w tabeli.
Xk |3]5]10
PX=xq) qlalala

[y
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LMediana. moda

Przyktad: Wyznaczy¢ mediane i mode zmiennej losowej X o
rozktadzie jak w tabeli.
xx |1]3]5]10
PX=x) |13 1313

Rozwigzanie: Mediana jest liczba z przedziatu < 3,5 >.

Moda nie istnieje, poniewaz brak jest najwiekszego
prawdopodobienstwa.



LFunkcje zmiennej losowej

Funkcje zmiennej losowe]

Zmienna losowa Y bedzie funkcja zmiennej losowej X jedli dla
kazdego x; mamy
Y (xi) = g(X(x))

gdzie g(x) jest funkcja borelowska?.

Yezyli {x : g(x) < a, a€ R'} jest zbiorem borelowskim = = -
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|—Funku:je zmiennej losowej

Dystrybuanta zmiennej losowej Y
Fy(y) = P(Y <=y) = P(g(X) <=) (31)
Gesto$¢ zmiennej losowej Y

dFy(y)
dy

fr(y) = (32)
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LFunkcje zmiennej losowej

Przyktad: Rozpatrzmy funkcje
Y=aX+b
Znajac dystrybuante Fx wyznaczmy Fy
Fy(y)=P(Y<y)=P(aX+b<y)

Jedlia>0to
b

_b _
PaX+b<y) = P(X < L=2) = A

(33)

(34)
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|—Funku:je zmiennej losowej

Jedli a< 0 to

Fely) = PY <= y) = PX>= Y2 =1 (Y= 2) (39)
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LFunkcje zmiennej losowej

Przyktad: Wyznaczyé Fy(y) poprzez Fx(x) dla

Rozwigzanie: Dla y > 0 réwnanie y = X—lz ma dwa rozwigzania
1 1
X1 N Xo = W

Poniewaz
gx)<=y gdy x<=x1 lub x>=x

Dlatego

1):

Fr(y) = P(Y<=y)=PX<= —%) +P(X >= NG

1 1
= Fx(—ﬁ) +1- Fx(ﬁ)



LFunkcje zmiennej losowej

Przyktad: Rzucamy prawidtowa kostka. Wynikami s3 liczba oczka
na szesciu Sciankach si, ..., s, dla ktérych P(s;) = %.
Okre$lamy zm. |. X przez X(s;) = i. Zatem X przyjmuje wartosci

1,2,...,6 z prawdopodobiefstwem %.

a) Niech g(x) = x2. Tworzymy zm. |. Y = X2. Oczywiécie Y
przyjmuje sze$¢ wartodci: 12,2232, 4% 52, 6° z

., 1
prawdopodobiefstwem .
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I—Funkr.je zmiennej losowej

b) Okreslamy X przez X(s;) = i — 3. Teraz X przyjmuje wartosci

-2,-1,0,1,2,3.
Jedli Y = X2 to Y przyjmuje wartosci: 0,1,4,9 z
prawdopodobienstwami odpowiednio: %, %, %, %
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|—Funku:je zmiennej losowej

Funkcja gestosci zmiennej losowej Y = g(X):

fr(v) = fx(h(y)) = H ()] (36)
gdzie x = h(y)
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I—Funkr.je zmiennej losowej

Przykfad: Dana jest zm. . X i jej fx(x). Wyznaczy¢ fy(y) dla zm.
.Y =aX—+b.
Rozwigzanie:

y=ax+b, tzn g(x)=ax+b

1 b
h(y) = Sy 3

Ostatecznie ) b
y J—

) = &)
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|—Funkr.je zmiennej losowej

Przyktad: Rezystancja R jest zm. |. o rozktadzie réwnomiernym
miedzy 900 i 1100 oméw. Wyznaczy¢ gesto$¢ fg(g) przewodnosci
G=1L
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LFunkcje zmiennej losowej

Przyktad: Rezystancja R jest zm. |. o rozktadzie réwnomiernym
miedzy 900 i 1100 oméw. Wyznaczy¢ gesto$¢ fg(g) przewodnosci
1

Poniewaz 1
fa(r) = 505 dla 900 < r < 1100
mamy 1 1 1
folg) = ——  dla — =
R@) =355 9 1100 <& < 00
Stad
1

1 1
- dla — L
20022 % 1100 <% < 900



LFunkcje zmiennej losowej

Przyktad: Detektor z charakterystyka kwadratowa

Y = aX?

2

Dla y < 0 réwnanie y = ax“ nie ma rozwigzan rzeczywistych, czyli

fr(y) =0.
Jedli y > 0 to istnieja dwa rozwigzania

_ 1Y _ Yy
X1L=0 T, X =y [T
a a

M) = 5 5+ i Du)

gdzie U(y) to skok jednostkowy.

Stad




I—Funkr.je zmiennej losowej

Przyktad: Prostownik dwupotéwkowy

Y = |X|

Dla y < 0 réwnanie y = |x| nie ma rozwigzania.
Dla y > 0 mamy dwa rozwigzania

X1 =y, X = —y (37)

Stad
N (y) = [&(y) + Xx(=y)]U(y)
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LFunkcje zmiennej losowej

Przyktad: Y = asin(X +¢)ia>0
Jesli |y| > a to réwnanie

y = asin(x + ¢

nie ma rozwiazania rzeczywistego.
Dla |y| < a istnieje nieskoniczenie wiele rozwigzan:

Xn = arcsinZ —-¢ n=..-101,..
a

Witedy

frly) = ﬁ S fel)

dla ly| < a.



|—Funku:je zmiennej losowej

Dla a=1 oraz

1
5 dla |x| <=7
— 2
helx) ={ 0 poza
mamy
) =
Y /1= )?
oraz
1 y>1
fi(x) ={ %—i— %arcsin(y) ly| <1
0 y<-1
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|—Funkr.je zmiennej losowej

Dla |y| < a oraz fx(x) dostatecznie gtadkiej, by mogta by¢
aproksymowana przez stata w dowolnym przedziale o dtugosci 2,

mamy
1

fr(y) = m
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LFunkcje zmiennej losowej

Zadanie: Czastka opuszcza punkt O pod dziatanie sity ciezkosci g.
Jej predkos¢ poczatkowa v tworzy kat ¢ z osig pozioma Ox i jej
trajektoria przecina 0§ Ox w punkcie B w odlegtosci D od punktu
O. Zakfadamy, ze v jest stata i ¢ zm. |. o rozktadzie jednostajnym
w przedziale (0,7/2). Oczywiscie

2
D= V—sin2¢
g

jest zmienng losowa. Wyznaczy¢:
1. gestos$¢ fp(d)
2. prawdopodobienstwo p, ze D nie przekroczy wartosci dy, gdzie
dp < v
g



LFunkcje zmiennej losowej

Rozwiazanie:
1. Przyjmujac X = 2¢, a = v2/g, mamy

D = asin(x)

gdzie X to zm. |. o rozkfadzie jednostajnym na przedziale (0, ).
Jedli 0 < d < a to réwnanie d = asin(x) ma dwa rozwigzania w
przedziale (0, )



LFunkcje zmiennej losowej

Rozwiazanie:
1. Przyjmujac X = 2¢, a = v2/g, mamy

D = asin(x)

gdzie X to zm. |. o rozkfadzie jednostajnym na przedziale (0, ).
Jedli 0 < d < a to réwnanie d = asin(x) ma dwa rozwigzania w
przedziale (0, )

p=P(D <= dy) = Fp(do) = %3“5"”? (38)
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