Opracowal: dr inz. Jan Stanistawski Na prawach r¢kopisu

Uklady i sygnaly dyskretne

W odréznieniu od sygnatéw ciaglych, ktére sa okreslone dla dowolnej chwili czasu,
sygnaty dyskretne sa okreslone dla dyskretnych warto$ci czasu. Sygnaly te moga byc¢
reprezentowane przez ciagi liczb. Jesli zbior wartoSci sygnatow jest takze dyskretny, wowczas
taki sygnal z czasem dyskretnym nazywamy sygnatem cyfrowym. Sygnaty, ktérych obydwie
zmienne sa ciagle nosza nazwe sygnatow analogowych. Stosownie do tego uktady
przetwarzajace sygnaly analogowe nosza nazwg ukladow analogowych, Uktady
przetwarzajace sygnaly z czasem dyskretnym nazywamy uktadami dyskretnymi. Uktady
cyfrowe wykonuja operacje na sygnatach z czasem dyskretnym o skwantowanych poziomach.

Na ogoétl, chociaz nie zawsze, sygnaly dyskretne otrzymuje si¢ przez sprobkowanie
sygnatow analogowych. Jezeli sygnal dyskretny p[n] otrzymuje si¢ w wyniku rGwnomiernego
proébkowania sygnatu analogowego p(t) z okresem probkowania T wéwcezas: p[n] = p(nT).
Ciag probek {p[n]}stanowi dyskretna reprezentacj¢ p(t). Na rys. 1 pokazano trzy przyklady
sygnatéw dyskretnych.
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Rys. 1 Przyktady sygnatow dyskretnych: p[n]= p(nT), 8[n], 8[n-k] oraz 1[n].
Sygnal impulsowy d[n], bedacy odpowiednikiem dyskretnym delty Diraca, jest ciagiem
probek:

5] 1,n=0
n|= .

0,n=0 (1
Ciag ten nosi nazwg delty Kroneckera. Ciag skokowy 1[n] = 1(nT) jest powiazany z ciagiem
0[n] zaleznoscia:

I[n]= 6[n—kl, 2)
k=0

przy czym 8[n] = 1[n] — 1[n-1]. Podobnie mozna zdefiniowaé ciag wykladniczy a", czy ciag
sinusoidalny Asin(Qn+®). Ten ostatni, otrzymany w wyniku probkowania przebiegu
Asin(ot+®) (Q = ®T), nie musi by¢ dyskretnym przebiegiem periodycznym.

Sygnat f[n] nazwiemy dyskretnym sygnalem periodycznym, jezeli bgdzie istniata taka
liczba naturalna N, ze f[n] = f[n+N]. Aby w wyniku probkowania sygnatu analogowego f(t) o
okresie T,, otrzyma¢ dyskretny przebieg periodyczny o okresie N trzeba, aby f[n]=f(n+N),
czyli by f(nT) = f(nT+mT,), gdzie m — liczba naturalna. Tak wigc okres probkowania T
sygnatu periodycznego f(t) o okresie T, powinien wyraza¢ si¢ wzorem:

r=""1,. 3)
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Przy probkowaniu przebiegu sinusoidalnego f(t) = A sin(wot+@), o okresie T, = 2w/,
powinno si¢ probkowac z okresem:

T 2rm ’ o)
w,N
gdzie m 1 N — liczby naturalne. Zauwazmy, ze okres sygnatu sprobkowanego w dziedzinie
czasu, réwny NT, moze by¢ wigkszy od okresu sygnatu analogowego T, jezeli m> 1.
Wowczas bedziemy utozsamia¢ sygnal dyskretny z sygnalem analogowym o mniejszej
czestotliwosci powtarzania niz sygnatu oryginalnego.

W interesujacy sposob wyjasnia to tzw. efekt stroboskopowy, powstajacy przy
okresowym, impulsowym oswietlaniu lub fotografowaniu obracajacych si¢ kot, np. dylizansu
na filmach z ,dzikiego Zachodu”. Przy pewnych predkosciach obserwuje si¢ pozorny ich
obrot do tylu. Zjawisko to mozna wyjasni¢ badajac zachowanie dyskretnego wersora
Czasowego fln]=¢"® lub Im{f[n]}=sin(nQ) (rys.2), gdzie Q - dyskretna pulsacja w
radianach.
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Rys. 2. Tlustracja problemu probkowania z niewtasciwa czg¢stotliwoscia

Na to, aby f[n] by} sygnatem periodycznym o okresie N musi zachodzi¢ réwnos¢ e 1" =

e N 67vli NQ = 271 m. Stad wniosek, ze
Q= % 2. (5)

Poniewaz fln]J=e ' ‘| —mi= ¢ ° ", to Q = oT. Aby f[n] = f[n+N) nalezy probkowaé z
okresem

N o Nf’
gdzie m i N — liczby naturalne nie majace wspdlnych podzielnikow, f = 2n/m. Jesli wige
bedziemy préobkowac napigcie sieci o czestotliwosci £ = 50 Hz, a przebieg sprobkowany ma
mie¢ okres N = 10, nalezy probkowac z okresem T= 2 ms (przyjeliSmy m=1 aby uniknaé
aliasingu). Wigksza liczna prébek w okresie T, pozwala dokladniej odtworzy¢ przebieg
analogowy. Do tego celu uzywa si¢ ekstrapolatorow, ktory zamieniaja przebieg dyskretny na
przebieg analogowy.

Probkowanie z okresem wigkszym od okresu przebiegu analogowego pozwala zamienié
przebiegi w.cz. na przebiegi o mniejszej czgstotliwosci. Dzigki temu mozemy obserwowac
przebiegi, ktorych czgstotliwo$ci leza poza pasmem przenoszenia takich przyrzadow
pomiarowych jak oscyloskopy.

Na sygnale dyskretnym mozemy wykonywa¢ wiele operacji. Oto niektore z nich.

1. Dodawanie/odejmowanie: r[n] = p;[n] £ p[n].
2. Mnozenie przez stata: r[n] = C p[n].
3. Opoznianie o m probek: r[n] = p[n-m]

T_m 27 m (6)
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4. Sumowanie: r{n]= Y plk].

k=0
Kompresja sygnatu: r[n]=p[2n].
Odwrocenie kolejnosci probek: r[n] = p[M-n], M — liczba prébek p[n].
Modulacja: r[n] = p[n] cos(Qn).
Eliminacja probek o ujemnych wartosciach: r[n]=0.5 (1+sign(p[n]) p[n].
Usrednianie: r[n]= (p[n] +p[n-1] +p[n-2]+ +p[n-m+1])/m.

M1 [n]} _ {005(@ - Sin(¢):|{xl [~ 1]}
yolnl] [sin(g) cos(p) |[xy[n—11}

11. Roznica dyskretna: r[n] = A'(p[n])=p[n] — p[n-1].
12. Szybka transformata Fouriera (FFT): {P[n]}=FFT{p[n]}.
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10. Rotacja dwoch sygnatow: {

13. Splot dyskretny: r[n]= h[n]* p[n]= i hlk]pln—k].

k=—o0

N M
14. Rownanie roznicowe: Y. a, yr[n—k]=) b, ,pln—k], dla zadanych warunkow
k=0 k=0
poczatkowych
Niektore z wymienionych operacji mozna wykona¢ jedynie na probkach zapisanych w
pamigci. Do wykonywania operacji dyskretyzacji sygnatow i ich przetwarzania uzywa si¢
uktadow probkujaco-pamigtajacych, przetwornikow a/c i1 c/a, procesoréow sygnalowych i
specjalizowanych uktadow wykonujacych wybrane operacje na sygnale — np. cyfrowe uklady
logiczne, kodery i konwertory, translatory, rotatory i wiele innych. Ich réznorodnosé
doréwnuje, a nawet przewyzsza ilo§ciowo uktady do przetwarzania sygnalow analogowych.
Ponizej, na rys.3, pokazano schemat typowego ukladu stosowanego do cyfrowego
przetwarzania sygnalow CPS). Zadaniem filtru dolnoprzepustowego dotaczonego do wejscia
tego uktadu jest wyeliminowanie sktadowych o czgstotliwosciach wyzszych od czgstotliwosci
Nyquista. Ekstrapolator dofaczony do jego wyjScia ma eliminowaé¢ skladowe
wysokoczestotliwosciowe, powstal po przej$ciu sygnatu na posta¢ cyfrowa.

p(t) Filtr Przetwor- Przetwor- Ek 1[n]
> ; CPS ~ stra- >
dolnoprz. T®| nika/c P ik cla | P polator |

Rys. 3 Schemat blokowy uktadu cyfrowego przetwarzania sygnatow.

Klasyfikacja ukladow dyskretnych

Uktadem dyskretnym bgdziemy nazywali uktad przetwarzajacy sygnaly dyskretne. Jezeli
p[n] jest dyskretnym pobudzeniem, a r[n] — dyskretna reakcja, to zapiszemy r[n] = T{p[n]},
gdzie T jest operatorem reprezentujacym operacje wykonywane nad zbiorem pobudzen w
celu otrzymania reakcji r[n].

Uktady dyskretne, podobnie jak uklady analogowe, mozna podzieli¢ na podane nizej
klasy uktadow.

1. Ukfady liniowe, dla ktorych operator T jest liniowy, tj. spetniajacy:

a. zasadg podobienstwa (homogenicznos¢): T{a p[n]} =a T{p[n]}, a — stala,
b. zasadg superpozycji (addytywno$¢): T{pi[n] + p2[n]} = T{pi[n]} + T{p2[n]},



tj. taki, ze T{a; p; [n] + a; p2[n]}= a; T{pi[n]} + a T{p2[n]}, a;, a, — dowolne ograniczone
state.

Uktady liniowe wymagaja realizacji obliczen z nieskonczona precyzja. Rzeczywiste
uktady dyskretne charakteryzuje skonczona dokladno§¢ obliczen. Rdznica pomigdzy
doktadnymi a rzeczywistymi wynikami jest traktowana jako szum.

Uktady, ktore nie sa liniowe nazywa si¢ nieliniowymi.

2. Uktady stacjonarne (inaczej inwariantne czasowo), to takie uktady, ktorych operator T nie
zalezy od czasu. W tym przypadku reakcja uktadu na przesunigte pobudzenie jest rOwna
T{p[n-m]} = r[n-m]. W przeciwnym razie uktady nazywa si¢ niestacjonarnymi.

3. Uktady niewyprzedzajace, to takie, dla ktérych T{p[n] 1[n]} =0 dlan <O0.

4. Uktady przyczynowe to uktady, ktére dla pobudzen pi[n] = p2[n] dla n < m, wytwarzaja
reakcje T{pi[n]} = T{pz[n]} dla n < m. Reakcja uktadu przyczynowego moze zaleze¢ od
biezacej oraz przesztych warto$ci pobudzenia a takze od poprzednich wartosci reakcji. W
przeciwnym razie uktad jest nieprzyczynowy.

Mozna pokazaé, ze uklad liniowy i niewyprzedzajacy jest uktadem przyczynowym.

5. Uktady dyskretne sa BIBO stabilne, jezeli dla ograniczonego pobudzenia p[n] wytwarzaja
ograniczong reakcje, tj. dla [p[n] <C, <o istnieje taka stala C(Cp), ze [r{n] <C, <.
Uktad, ktorego operator T nie posiada tej wlasciwosci jest uktadem niestabilnym w sensie
BIBO.

6. Ukladami z pamiecia nazywa si¢ uktady ktorych r[n] zalezy nie tylko od biezacej wartos$ci
pobudzenia p[n], ale takze poprzedzajacych ja wartosci pobudzenia i/lub reakcji - p[n-1],
r[n-1], ...., itd. Uktady bez pamigci nazywa sig takze uktadami bezinercyjnymi.

Jezeli uktad dyskretny jest liniowy i stacjonarny (LS) oraz dla p[n] = d[n] - r[n] = h[n] to
dla dowolnego pobudzenia p[n] mamy:

rnl=" Y. plkYiln — k1= pln] * Aln) ™
k=—00
Powyzsza zalezno§¢ mozna tatwo udowodni¢, wychodzac z tozsamosci: p[n] = p[n]*d[n], stad
T{plnl}=T{ X plklo[n—k1} = D plkIT{S[n—k1} = . plk] h[n — k]=p[n]* h[n]. (8)
k=—w k=—o0 k=—o0
Dla uktadéw przyczynowych h[n <0] = 0, wigc
r[n]= Y plklhln—k]. 9)

k=0

o0
Mozna pokaza¢, ze jezeli reakcja impulsowa jest bezwzglednie sumowalna ( Z|h[n]| <o), to
n=0

dyskretny uktad SLS jest BIBO stabilny.

Jezeli reakcja impulsowa h[n] = 0 dla n > M <co to uktad nosi nazwg uktadu o skonczonej
odpowiedzi impulsowej (SOI), w przeciwnym razie jest uktadem o nieskonczonej odpowiedzi
impulsowej (NOI). Uktady NOI nazywa si¢ takze ukladami reakursywnymi, a uklady SOI —
uktadami nierekursywnymi. Dla tych ostatnich:

M-l
)= Y pleJALn - k] (10)

k=0




Do uktadow SOI zalicza si¢ filtry cyfrowe stosowane w aparaturze z cyfrowa obrobka
sygnatéw. Wigkszo$¢ procesoréw sygnatowych posiada architektur¢ dostosowana do
efektywnego wykonywania obliczen zgodnie z powyzszym wzorem. Wspdtczynniki h[n] oraz
probki pobudzenia sa pobierane z pamigcei procesora i w tym samym cyklu mnozone i
dodawane.

Uktady SLS mozemy realizowa¢ za pomoca mnoznikdw, sumatorow oraz elementéw
opozniajacych. Realizacje takie sa na ogot wrazliwa na btedy obliczeniowe.



Zastosowanie przeksztalcenia Z do analizy ukladow dyskretnych

Tym, czym dla uktadow i1 sygnatow analogowych jest jednostronne przeksztalcenie
Laplace’a, tym dla uktadéw dyskretnych jest jednostronna transformata Z. Dla ciagu
dyskretnego f[n] = f(nT} jest ona zdefiniowana wzorem:

F(z)=) fln]z™". (11

k=0
Dla istnienia tej transformaty potrzeba, aby suma szeregu potegowego (11) o
wspotczynnikach réwnych wartosciom probek ciagu {f[n]} ( n=0, 1, 2, ... ) byla zbiezna. Z
teorii szeregdw potggowych wiadomo, ze szeregi te moga by¢ zbiezne dla pewnego r, takiego,
ze |z |>r, gdzie r — promien zbieznoSci, tj. dla z lezacych na zewnatrz kota zbieznosci.

Mozna przy tym pokazaé, ze jezeli (a) | f [n]| <o dla skonczonych n, (b) | f [n]| <Kr" dla

pewnych statych K >0, >0 1 N oraz dla n > N < oo, to transformata (11) jest bezwzglednie
zbiezna oraz analityczna w obszarze |z| > r . Oznacza to, ze wszystkie punkty osobliwe F(z)

leza wewnatrz kota o promieniu r.
Uwaga

Jezeli r> 1 wowczas okrag jednostkowy z = ¢ lezy w obszarze zbieznosci sumy (11).
Funkcja F(z) zdefiniowana na kole jednostkowym i opisana wzorem

F(e/) = Zf[n]e_jQ". (12
n=0
nazywa si¢ transformata Fouriera ciagu f[n] rownego 0 dla n<0. Jest to oczywiscie funkcja
okresowa wzgledem Q, o okresie 2m. Dla ciagow istniejacych dla n<0 stosuje si¢
dwustronng transformatg Fouriera o postaci

o . 2” . .
FE/™) = 3 STl e ™, (flnl== [F(e/™) e ao, (13
n=—00 4 0
a suma (13) stanowi jej rozwinigcie w szereg wyktadniczy Fouriera.
Odwrotne przeksztalcenie Z ma postac catkowa:

1 .
fim=5- iF(Z)Z dz. (14

przy czym calkowanie przeprowadza si¢ po zamknigtym konturze obejmujacym wszystkie
punkty osobliwe funkcji podcatkowej F(z) z™'. Dla wymiernych F(z) f[n] mozemy
wyznaczy¢ metoda residuéw, korzystajac ze wzoru:
ST =Y res{F(z) "'},
k 2k (15

przy czym sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie punkty osobliwe funkcji F(z) 2.

Przeksztalcenie Z posiada szereg interesujacych wtasciwosci, ktore mozna wykorzystac
dla potrzeb analizy i syntezy uktadow dyskretnych. Ze wzglgdu na postaé przeksztatcenia Z
funkcje f[n} 1 f[n] 1[n] bgda miaty ta sama jednostronna transformate Z.

Wilasciwosci transformaty Z

Bedziemy zaktadali, ze odpowiednie transformaty istnieja, oraz stosowali oznaczenie:
fn]<>F(z).



1. Liniowo$¢ > ap frln] © D a,Flz], fn]oFu(2)
Nn=—o0 n=—ao

2. Przesunigcie

ciagu probek (1 —m] <> 27" F(2)+ fl-m]+ fl-m+1]z"" + fl-m+2]z 72 + ..+ f[-1]z7"
a. do przodu

b. wstecz fTn+ml > 2" F(z)— f10]z"™ = fI1] 2™ = 12122 4.+ fIm-1] 2!

c. do przodu z

zerowaniem
pierwszychm ([ —m]i[n-m] <> z " F(z)
probek
3. Mnozenie
przez funkcje " il FZ), a" fln] < F(az)
wyktadnicza @I a’’ ’ ! -
4. Mnozenie

dF
przezn n fln] < - d(Z)

A

5. Suma probek Z fIk] <_>—F(z)

k=0
6. Funkcja N
periodycznao  f[n]= Z filn—kN] < Fi(2), filn]= fInllln]-1[n-N1]<> F(2).
okresie N k=0 -1
7. Splot w .
dziedzinie fIn]*gln]= Y fTklgln—k] <> F(2)G(z)
sekwencji k=0
8. Wartosci B
probek J101= lim F(2), fT]= 1im {zF(2) = f101},  1im f17]= lim {—1 F(2) 3},
Z—500 750 n—o z—l “ 7
9. Zwiazek z F(s) 1
transformata flnl= f(nT) <> F(2) = L{f ()5, (¢, T)}‘ ST = Z”es{ T F(s)
Laplace’a Sk -z e )
10. Suma m
funkcji fIn]1=> C,e’"
wyktadniczych E IZ;‘Z e’

Przyklady znajdowania transformat wybranych funkcji i zastosowania
przeksztalcenia Z

1. Delta Kroneckera: 6[n]<>1 (bezpoérednio z deﬁnicji) 8[n-k]<>z .

L~ (m=1)

2. Dyskretny skok jednostkowy: 1[n Z S[n-k] n—m] 1
-
C e d L2 l-z  z
3. Funkcja liniowa: f[n]=n: n=n1n] < —z—{ b= .
dz z-1 (z D2 (z-1)2
z (z—l) —2z(z-1)  z(z+1)

4. Funkcja f[n] = n’ nno —zi{ =—z .
dz (z-1)° (z-1* (z-1)°



2z

5. Funkcja fin]=n(n-1)=n—n < .
(z=1)°

6. Funkcja wyktadnicza: fln] = a" =a"1[n] < Zla_ __z )
z/la-1 z-a
z
z—eb
1

8. Funkcja: na"~ :lna”el(—zd G S —
a a dzz—a (Z—a)2

7. Funkcja eksponencjalna: fln] = " = (?)" <

z
z—e/@

9. Zespolony wersor M (/)" &

10. Funkcja f[n] = cos(Q2n):
1 z z _z(z—2c0s(Q2))

1 iQn —jQn
cos(Qn) =— (el —e /") > —( , —) = .
2 2 7.0/ 2 22 2z cos(Q)+1

zsin(€2)
z2 -2z cos(Q) +1 '
ze” < sin(Q)

2% —2ze7¢ cos(Q) + e ¢

11. f[n] = sin(Qn): sin(Qn) = %(ejQ” _e—an) o
J

12. ¢ “"sin(nQ): Z{e " sin(nQ)} = Z{sin(nQ)} et =

*
A A

13. 2|Ak||zk|n cos[n arg(zk)+arg(A)]<—>Lz+ kZ* .
7%k z—2zp

14. Rozwiazanie rekurencyjnego rownania rdznicowego:

N M
Zakr[n—k]z Zbkp[n—k] (16)
k=0 k=0
N oa M p
Rozwiazanie tego rOwnania w dziedzinie sekwencji: r{n]= — Z—k r[n—k]+ Z—k pln—kl,
k=1%n k=0%n

natomiast po zastosowaniu przeksztalcenia Z otrzymujemy:

N M
(X apz R +W,.(2) = (D bz " )P(2)+ W, (2),

k=0 k=0
zatem:
Aﬁ k
brz~
R(Z):Lp(z)+w:]_[(z)p(z)+m’ (17)

N B N B M(z)
Zakz Zakz
k=0 k=0

gdzie W(z) = Wy(z) — Wi(z), R(2) i P(z) — transformaty Z r[n] i p[n], M(z) — wielomian
charakterystyczny réwnania rdéznicowego, H(z) — transmitancja ukladu dyskretnego,
opisanego rownaniem (16), Wp(z) i Wr(z) — skltadowe rozwiazania, zalezne od warunkow
poczatkowych r[n] i p[n].

Wzér (17) zawiera dwie sktadowe:
1. H(z)P(z) — sktadowa pochodzaca od zewngtrznego pobudzenia P(z)<>p[n],

W(z)
2.

M(z)

- skladowa zwiazana z warunkami poczatkowymi, ktore petnig rolg¢ wewngtrznych

zrédet tej sktadowej reakceji.



Funkcja transmitancji uktadu dyskretnego SLS jest zwiazana z pierwsza z wymienionych
sktadowych i1 wyraza si¢ wzorem:

f‘ﬁ k
ka_
R _
H(Z)ZE‘W(Z)zo :kglo—, (18)
) Za 7k
k
k=0

Wielomian mianownika H(z) jest wielomianem charakterystycznym réwnania (16) i
wystepuje takze w mianowniku wyrazeniu na sktadowa wywotang przez wewngtrzne zrodia
reakcji uktadu. Dla pobudzenia d[n]=1: R(z) = H(z) -1<>h[n].

Przyktad realizacji uktadu o transmitancji:
bo+byz by z N
H(z)=—"2""1 M (19)

1+alz_1 +...+CZNZ_N

-an-1 -

<
7 b b, by
g g R@
> >

Rys. 4 Realizacja transmitancji (16) rekursywnego uktadu dyskretnego.

Niektére operacje numeryczne, jak np. metody catkowania numerycznego, mozna opisac
za pomoca rownan réznicowych, a w szczeg6lnosci dla:
(1) metody prostokatow:
Vn]=T{x(T)+xQ2T)+....+x(nT)} = y[n —1]+ Tx(nT),
(2) metody trapezow:
y[n]= g {x(0)+2x(T)+....4+ 2x(nT —T)+ x(nT)},
(3) metody Simpsona (stosowanej dla parzystej liczby probek):
y[n]= % {x(0)+4[x(T)+xBT)+....+ x(nT —T)]+2[x2T) + x(4T) + ...+ x(nT = 2T) ]+ x(nT)},

przy zatozeniu, ze y[0]=0, i zrealizowa¢ w uktadzie filtrow cyfrowych, jak na rys. 5.



x(nT)
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Rys. 5 Wybrane realizacje dyskretne catkowania numerycznego.

Metoda Simpsona moze by¢ przedstawiona jako realizacja rownania roznicowego:
y[n] —y[n-2]= % (x[n]+4x[n—1]+x[n-2]).
Przy zerowych warunkach poczatkowych rownanie to mozna posta¢ zapisa¢ w postaci:
(1-22)R(z) = §(1+ 477 +2 ) P(z)

stad funkcja transmitancji uktadu catkujacego ta metoda ma postac:

-1, -2 2
H(z)=21+4z +z :Zz +4z+1
3 1-z72 |
Jak wszystkie uktady calkujace nie jest to uklad BIBO stabilny, poniewaz dla
ograniczonego pobudzenia, takiego jak 1[n], reakcja uktadu narasta nieograniczenie.

Wyznaczanie transformaty odwrotnej

Odwrotna transformata Z moze by¢ wyznaczona ze wzoru (13)
1
=—§F(2) 2" ez
S1n] 27?]£ (z)z Z (20)

w ktorym catkowanie przeprowadza si¢ po zamknigtym konturze obejmujacym wszystkie
punkty osobliwe funkcji podcatkowej F(z) z"'. Dla wymiernych rzeczywistych funkcji F(z)
oryginat f{n] mozemy wyznaczy¢ metoda residuéw, korzystajac ze wzoru (21):

fIn]=Y res{F(z) 2"}, 1)
k %k
gdzie dla bieguna w 7, o krotnos$ci n:
ny—1
restF(2)2" 7y = tim [ Lz ). 22)

Zk ZZy (nk —1)!dan_1
Jezeli H(z) jest posiada pojedyncze bieguny, mozna skorzysta¢ z rozktadu na utamki proste o
postaci:



F(2) < 4 (23)

z 2 Zk ’
woweczas korzystajac z tego, ze
A
K2 s A (z;)" 1[n] (24)
Z—=Z}
mozemy zapisaé
fInl =Y Ap (zp) " 1[n]. (25)
k
Przyktad 1
2
Niech F(z) = z . Szukamy rozktadu o postaci:
(z+0.8)(z—0.5)
F(z) z A N B
z  (z+0.8)(z— 05) z+0.8 z-05
S o 8 z 5 .
Znajdujemy wspotczynniki: A= ——— = B=———| _ys=-—, a nastepnie,
jdujemy poiczy 20517987 13 -+0817%° " 13 <P

korzystajac ze wzorow (24) i (25) oryginal: f| [n]=E(—O.8)” +%(0.5)”, n>0. Ten sam

wynik otrzymamy po zastosowaniu metody residudéw.

Z definicji transformaty F(z) =Z{f[n]} wynika, Zze funkcja F(z) rozwinigta w szereg o
ujemnych catkowitych potegach z ma jako wspotczynniki wartosci probek {f[0], f]1],
f[n], ...}. Wyptywa stad wniosek, ze warto$ci kolejnych probek {f[n] mozemy otrzymac dzielac
wielomian licznika przez wielomian mianownika tej funkcji, jesli zapiszemy obydwa
wielomiany odpowiednio w kolejnosci malejacych ujemnych potgg zmiennej z. Ten sposob
nie pozwala jednak na znalezienie og6lnej formuty dla f[n].

Przy wyznaczaniu oryginalu mozna tez wykorzysta¢ znajomos$¢ transformaty Laplace’a
funkcji f(t) takiej, ze f[n] = f(nT), gdzie T — okres probkowania. Na podstawie wtasciwosci
(9) zachodzi bowiem zwiazek:

fInl= f(nT) <> F(2)= L{f ()5, (t,T )}‘ z= zm{ F(f)sT (26)

1-z e

Rozwazmy dla przyktadu f[n]=sin(nwT). Funkcja f(t) 1 jej transformata ma w tym przypadku

postac: f(t) = sin(ot) <> . Funkcjg f[n] mozemy wyznaczy¢ ze wzoru:

ST t+tw
w w
[ ] = s=—jo T
S e AT e joo— o -
N w ‘ o -1 N 1 _
A=z T+ j) 70 =zte 7Ty 2)) (1-z71e/®T) 2
zsin(Q) 0=oT

T2 g, cos(Q) +1
Analiza sygnalow dyskretnych w dziedzinie czg¢stotliwosci

Dyskretny szereg Fouriera (DSF)

Periodyczny sygnal dyskretny moze by¢ przedstawiony w postaci szeregu Fouriera,
podobnie jak jego ciagly odpowiednik. Niech f[n, N] bedzie sygnalem periodycznym o



okresie N, oraz niech 2 =2n/N bedzie dyskretna pulsacja podstawowa f[n, N]. Wtedy
wspotczynnik okreslajacy ,,zawarto$¢” sktadowej o pulsacji kQ w widmie f[n, N] mozna
okresli¢ ze wzoru:
Fi =LNZ_:1f [n] e~/ 27)
N n=0

dla k=0, 1, 2,..., N-1. Znajac zawarto$¢ N sktadowych wystepujacych w widmie f[n, N]
mozemy dokona¢ syntezy tego przebiegu korzystajac z rOwnania:

N-1 ,
[l N1= Y Fy e/, 28)
k=0
Przebieg okresowy zawierajacy N probek w okresie ma zatem co najwyzej N sktadowych
w swoim widmie. Jest to istotna réznica, w porownaniu z widmem przebiegéw analogowych,
ktére, niezaleznie od okresu, moga zawiera¢ nieskonczenie wiele sktadowych.
Zbadajmy widmo przebiegu periodycznego:

fn] = 1+sin(%)+cos(%).

Przebieg ten zawiera sktadowa stata, rowna 1 i skladowe sinusoidalnie zmienne o okresie
wynoszacym odpowiednio 8 1 4. Stad okres periodycznosci f[n] jest rowny N = 8. Dlan =0,
1, 2,..., 7 kolejne probki wynosza odpowiednio:

f[0] =2; f[1] = 1.7071;f]2]=1; f[3] = 1.7071; 1J4] = 2; {[5] = 0.2929; {[6]=-1; {]7] = 0.2929.
Podstawiajac te wartosci do wzoru () otrzymujemy:
Fo=1 Fi=—j05;, Fy, =05 F;3=0;, Fy=0;, F5=0;, Fg=0.5 F;=j05;

dlatego mozemy zapisac:
T T T

j—n j—n —j—n
fIn]=1-j0.5¢ 4 +0.5e 2 +05e 2 +05e
Ponizej, na rys. 6 pokazano przebieg f[n] oraz jego widmo amplitudowe i fazowe.

L
J4 ‘

1.0 |Fk|

6
-0.51

-n/2 4+

Rys. 6 Dyskretny przebieg periodyczny i jego widmo
Dla periodycznego przebiegu 5[n, N] opisanego wzorem:

S[n,N]= Z5[n—kN], (29)
k=—o0

mamy Fy = 1/N. Ten szczegolny dyskretny przebieg periodyczny mozna zapisa¢ w postaci:



1 & JQnk
5[n,N]=N et (30)
k=0

gdzie Q=27/N.

Dla dyskretnych przebiegéw periodycznych definiuje si¢ wielkos¢ okreslajaca $rednia
energi¢ przypadajaca na probke. Odpowiednia zalezno$¢, zwana twierdzeniem Parsevala dla
tych przebiegdw posta¢ ma:

1 N-1 2 N-1 2
W/NZW Z|f[n]| ZZ|Fn| : (31)
n=0 n=0

W przypadku funkcji 8[n, N]: W/N = 1/N.

Wybrane wlasciwosci DSF

1. Liniowos¢: af[n, N]+bg[n, N]<>aFy + bGy

2. Przesuniecie: fln-m, NJ«>Fe? k™

3. Roznica: A[n, N]=f[n, N] - f[n-1, N]© F; {1-e /%

Fy

n
4. Suma przebiegu o zerowej sktadowej statej: > f[k] <« k+#0

k=—0 0 1- e_ij ’
N-1
5. Splot kotowy: > Tk, Nlgln—k, N] <> NF; Gy
k=0
N-1
6. Iloczyn fln, N]g[n, N]«> > F, G,
m=0

Transformata Fouriera dyskretnego przebiegu nieokresowego

Dyskretne przebiegi impulsowe mozna traktowac jako przebiegi okresowe o okresie
N—o. Dla opisu wlasciwosci czgstotliwosciowych takich sygnalow wykorzystuje si¢ podana
nizej postac przeksztatcenia Fouriera:

przeksztalcenie ) o _iOn

proste FGQ)= > fIne 7, (32)
n=—oo

1 odwrotne

L 1 riiq) e/
f[n]—zﬂz{[ F(jQ) e/ dQ. (33)

Podobnie jak dla sygnatow analogowych, widmo przebiegéw dyskretnych jest ciagla
funkcja pulsacji (czgstotliwosci). Odréznia obydwa te widma periodycznos¢ funkcji
widmowej F(jQ) przebiegow dyskretnych. Jak mozna pokazaé: F(GQ)=F[j(Q+2m)]. Jest to
konsekwencja probkowania sygnalow oraz wynika z tego, ze e 3= ¢ 1@ 201,

Przyktad

Niech f[n]=8[n]. Transformata Fouriera tego pojedynczego, jednostkowego impulsu jest dana
wzorem:

AGQ)= Y s[nje ¥ =1. (34)
n=—00
Wybrane wlasciwosci transformaty Fouriera
1. Liniowos¢: a fn]+b g[n]<>a F(jQ) + b G(jQ2)
2. Przesuniecie: fin-mJ<>F(jQ)e 7™



3. Funkcja ,,przyczynowa” fln]=f[n]1[n]<>F(z = &?)
4. Splot dyskretny: f[n]*g[n]<>F(GQ)G(Q)

Ta ostatnia wlasciwo$¢ mozna wykorzysta¢ do opisu w dziedzinie pulsacji uktadoéw
transmitancyjnych SLS. Wykorzystujac znany zwiazek: r[n]=p[n]*h[n], mozemy zapisac:

R(Q) = H(GQ) P(Q) = |H(jQ)||P(jQ) |ej[arg(H(jQ)+arg(P(jQ)]. (35)

gdzie HGQ)= hlnle ™™ = H(z)
n=0
przyczynowego SLS.

Przyktad

i transmitancja widmowa dyskretnego uktadu

Uktad SLS opisany jest przez rownanie rdéznicowe: :r[n] - 0.5 r[n-1].] = p[n] —Zapisujac to
réwnanie za pomoca transformat Z r[n] i p[n] w postaci: (1-0.5z7") R(z) = P(z) znajdujemy
transmitancje: H(z) = (1 -0.5z")'. Reakcja impulsowa tego rekursywnego uktadu:
h[n] = (0,5)"1[n], natomiast widmowa funkcja transmitancji:

H(jQ)=H(z=e/?)=1-05¢7)7"

Ponizej na rys. 7 pokazano przebieg charakterystyki amplitudowe;j i fazowej H(jQ2).
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Rys. 7 Charakterystyka amplitudowa i1 fazowa uktadu o transmitancji (26).

Analizowany uktad opisany jest przez rdwnanie rdznicowe o rzeczywistych
wspotczynnikach, jego charakterystyka amplitudowa jest funkcja parzysta i okresowa pulsacji
Q, a charakterystyka fazowa — funkcja nieparzysta i okresowa (2 (okres rowny 27). Z tego tez
powodu wystarczy podac przebieg obydwu tych charakterystyk dla przedziatu Qe[0, «t], lub
w dziedzinie pulsacji [0, wn], gdzie on — pulsacja Nyquista, rowna w/T (T — okres
probkowania).

Dyskretna transformata Fouriera

W odréznieniu od transformaty Fouriera dyskretnej funkcji czasu transformata ta jest
zdefiniowana dla ciagéw probek o skonczonej dlugosci: f[0], f]1], ..., f{N-1]. Dla takiego
ciagu transformata Fouriera

N-1
F(Q)= 2 fln]e ™, (36)
n=0
jest periodyczna i ciagla funkcja Q, z okresem 27n. Funkcja ta sprobkowana z krokiem 2n/N
dla Qe[0, 2n] przyjmuje warto$ci:



N-1 N-1
F( ]—k) F(k)= > fn]e 2™0/N = S frajwkn, (37)
n=0 n=0
gdzie W =e /'Y, k=0, 1, 2, ..., N-1. Dysponujac zbiorem N wartoéci probek F(jQ2) mozemy
wyznaczy¢ f[n]:

_ L . JjQn ~
fIn]= o jF( Q) e Q.

2z
27: N-1
K 2n 1
o 2N 21 nk
ZF(J e NN TN &I (38)
Para rownan:
N-1 _ N-1
Flk]= Y fln]e 2™0/N = 3" frnjwke,
n=0 n=0
1 N-1
fn]=— > FIkIW™,
N k=0

okresla posta¢ prostego i odwrotnego dyskretnego przeksztalcenia Fouriera. Zauwazmy, ze do
powyzszych zalezno$ci mozna dojs¢ traktujac f[n] jako zbior pierwszych N probek przebiegu
periodycznego o okresie periodycznosci rownym N. Wystarczy we wzorach (27), (28)
przyjac: F[k] =N Fy



