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Metoda symboliczna  
Zad. 1.1 
 Znale�� zespolone warto�ci skuteczne nast�puj�cych pr�dów i napi��: 

 a) 
7

( ) 12 2 sin 150 V
12

u t t π� �= −� �
� �

,    b) 
3

( ) 5 2 cos 35
4

i t t Aπ� �= +� �
� �

, 

 c) 
2

( ) 10sin 100 20cos 100 V
3 2

u t t t
ππ� � � �= + + −� � � �

� � � �
,  

 d)  
1

( ) 5sin 2 4cos 2 A
3 4

i t t t
ππ� � � �= − − +� � � �

� � � �
. 

 
 
 
 
Rozwi�zanie d: 
Wyznaczamy warto�ci skuteczne składowych napi�cia 

1
j
3

3
j
4

1 5
5sin 2 ,

3 2

1 4
4cos 2 .

4 2

t e

t e

π

π

π

π

−� �− ↔� �
� �

� �+ ↔� �
� �

 

Wykonujemy działanie: 

( ) ( )
1 3

-j0,931rad3 41 1 5 1
5 4 1 3 2 2 1 5,328 7,159 8,924e

22 2 2

j j
e e j j j

π π−� � � �− = − − − + = − =� � � �
� �� �

, 

nast�pnie przedstawiamy wynik w postaci funkcji czasu, tzn. 
( ) 8,924sin(2 0,931 rad)i t t A= − . 

Maj�c do dyspozycji kalkulator np. CITIZEN SR-135, który ma dwa rejestry a i b oraz tryb 
pracy CPLX, powy�sze działania mo�na wykona� nast�puj�co (wł�czamy CPLX i 
upewniamy si� czy jest wł�czony tryb pracy deg):  

1. 5 ,
2. 60 ,
3. ,
4.
5. 4 ,
6. 135
7.
8.
9.

a

b

P R

a

b

P R

R P

�

− �

→
−
�

�

→
=

→

 

Po wykonaniu działa� od 1 do 9 na wy�wietlaczu powinni�my otrzyma� 8,923958373,  
naciskaj�c b otrzymujemy: -53,33806606.  

Natomiast wykorzystuj�c kalkulator firmy CASIO (np. fx-570MS) powy�sze działania 
mo�na wykona� nast�puj�co (wł�czony mode: CMPLX i tryb pracy D): 
5 60 4 135 r θ< − − < > < . Po naci�ni�ciu znaku = otrzymujemy: 8.923958373, naciskaj�c 
SHIFT i = otrzymujemy na wy�wietlaczu -53.33806606. 

Wynik: 

a) 
7

j
1212 , 150 rad/sU e V

π
ω

−
= = , b) 

3 1 5 3j j j4 2 4 45 5 5 A, 35rad/sI e e e
π π π π

ω
� �+ −� �
� �= = = =  

c) ( )( ) 29.85sin 100t+0.070617 rad Vu t = , d) ( ) 8,924sin(2 0,931rad) Ai t t= −  
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Zad. 1.2 
 Przedstawi� jako funkcj� czasu nast�puj�ce pr�dy i napi�cia: 
 
 a) ( )1 1 j , 120 rad/sU V ω= − − = ,   b) 2 10 , 300 rad/sI j A ω= = , 

 c) 
2 1

j j
3 3

3 (8 4 ) , 240 rad/sU e e V
π π

ω
−

= + = ,  d) ( )4 2 j4 , / 2I A ω π= − + = . 

Wynik: 

a) 1

3
( ) 2sin 120

4
u t t Vπ� �= −� �

� �
 b) 2 ( ) 10 2 sin 300

2
i t t A

π� �= +� �
� �

, 

c) 3

2
( ) 4 2 sin 240

3
u t t Vπ� �= −� �

� �
 c) 4 ( ) 2 10 sin 2,034rad

2
i t t

π� �= +� �
� �

. 

Zad. 1.3 
 Do w�zła dopływaj� trzy pr�dy 1 2 3, ,I I I . Znane s� moduły (warto�ci skuteczne) 
tych pr�dów oraz wiadomo, �e faza pocz�tkowa pr�du 1I jest równa 1ϕ . Obliczy� fazy 
pocz�tkowe 2ϕ  i 3ϕ . Narysowa� wykres wskazowy. 

0
1 2 31 2 3 15 , 3,5 , 7,5 , 30I I A I I A I I A ϕ= = = = = = = . 

Rozwi�zanie: 
Z I prawa Kirchhoffa wynika, �e 1 2 3 0I I I+ + = . Równo�� ta b�dzie spełniona, je�li 
odpowiednio cz��� rzeczywista i urojona b�dzie równa zero, tzn. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0
1 1 2 2 3 3

0
1 1 2 2 3 3

1 . cos cos cos 0,

2 . sin sin sin 0.

I I I

I I I

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

+ + =

+ + =
 

Aby rozwi�za� powy�szy układ równa� nale�y zrobi� nast�puj�ce przekształcenia: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

0
1 1 2 2 3 3

0
1 1 2 2 3 3

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 3

2 2 2
1 2 1 2 1 2 3

1 . cos cos cos

2 . sin sin sin

2 cos cos sin sin

. 2 cos( )

I I I

I I I

I I I I I

A I I I I I

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

�+ = − 	
�


+ = − 	�

� + + + = �

� + + − =

 

 oraz 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

0
1 1 3 3 2 2

0
1 1 3 3 2 2

2 2 2
1 3 1 3 1 3 1 3 2

2 2 2
1 3 1 3 1 3 2

1 . cos cos cos

2 . sin sin sin

2 cos cos sin sin

. 2 cos( ) .

I I I

I I I

I I I I I

B I I I I I

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

�+ = − 	
�


+ = − 	�

� + + + = �

� + + − =

 

 
Z A i B otrzymujemy 

( )

( )

2 2 2
3 1 2

1 2
1 2

2 2 2
2 1 2

1 3
1 2

cos 0.5428571430,
2

cos -0.9200000000.
2

I I I
I I

I I I
I I

ϕ ϕ

ϕ ϕ

− −− = =

− −− = =
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Zatem 
0 0

1 2 1 357.12165 , 156.92608ϕ ϕ ϕ ϕ− = ± − = . 
S� wi�c dwa ró�ne rozwi�zania: 

0 0 0 0
2 3 2 31) 87.12165 , -126.92608 , 2) -27.12165 , -173.07392ϕ ϕ ϕ ϕ= = = = . 

Wykres wskazowy wykonany za pomoc� Matlaba (instrukcja compass)dla pierwszego 
rozwi�zania przedstawiono poni�ej (rys.1.3). 

  2

  4

  6

  8

30

210

60

240

90

270

120

300

150

330

180 0

Im

Re

I1

I2

I3

 
Rys. 1.3 

Zad. 1.4 
 Zadany jest przebieg sinusoidalny symbolicznie 

( ) 10 j20, 2.f t ω↔ − =  
Zapisa� posta� symboliczn� pochodnej i całki tego przebiegu. 
Rozwi�zanie: 

d ( )
j2 (10 j20) 40 j20,

d
10 j20

( )d 10 j5.
j2

f t
t

f t t

↔ − = +

−↔ = − −�
 

Zad. 1.5. 
 Obliczy� impedancj� i admitancj� dwójników z rys.1.5 dla cz�stotliwo�ci f. Wynik 
przedstawi� w postaci algebraicznej i wykładniczej. 

50�, 5	F, 10mH, 2 kHz.R C L f= = = =  
a)       b) 
 
 
 
c) 
 
 
 
 

R C 

R 

L L R 

C 

R 

Rys. 1.5 
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Wynik (tylko posta� algebraiczna): 

a) ( )1 5 1
j 50 j , 19,98 + 0,6360j mSZ R Y

C Zω π
� �= − = − Ω = =� �
� �

, 

b) ( ) ( )1 1 1
j 20 j7,958 mS, Z 43,17 j17,18Y

R L Yω
= − = − = = + Ω , 

c) ( ) ( )1 1
j 22,73+ 621,4j mS, Z 0.0588 - 1.607jY C

R R j L
ω

ω
= + + = = Ω

+
. 

Zad. 1.6 
 Dane s� warto�ci: sR i sC ( rR i rC ) oraz cz�stotliwo�� f sygnału sinusoidalnego. 
Wyznaczy� warto�� rezystancji rR ( sR ) i pojemno�ci rC ( sC ) odpowiedniego dwójnika 
równowa�nego. 
 
 
 
 
Wynik: 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 1 4 1
, ; , .

4 4 1 4 1 4
s s s r r r

r r s s
s s s s r r r r

R C f C R R C f
R C R C

R C f R C f R C f R C f
π π

π π π π
� �+ += = = =� �+ +� �

 

Zad. 1.6 
 Dwójnik pasywny zasilany jest napi�ciem sinusoidalnym ( )u t . Przebieg warto�ci chwilowych 
pr�du dwójnika jest ( )i t . Wyznaczy� impedancj� i admitancj�, impedancj� zespolon� i admitancj� 
zespolon� oraz rezystancj�, reaktancj�, konduktancj� i susceptancj� dwójnika, a tak�e k�t przesuni�cia 
fazowego pomi�dzy pr�dem i napi�ciem.  

 a)   ( ) 220 2 sin 314  Vu t t= ;   ( ) 10cos314  Ai t t= , 
 b)   ( ) 100cos(628 2,618) Vu t t= − ;  ( ) 10sin(628 0,5236) Ai t t= − , 

 c)   ( )( ) 100 2 cos 1000 3,142  Vtu t= + ; ( ) 10 2 sin(628 ) A
5

i t t
π= − . 

Wynik: a) 22 2 31,11 Z X= = ≅ Ω , 0,032 SY ≅ , 22 2 Z j= − Ω , 20,032  S
j

Y e
π

≅ , 

0 R = Ω , 0 G S= , 0,032 B S≅ ,  rad
2
πϕ = ; b) 10 Z = Ω , 0,1 SY = , 610  

j
Z e

π−
= Ω , 

60,1  S
j

Y e
π

= , 5 3 8,66 R = ≅ Ω , 5 X = Ω , 0,087 G S≅ , 0,05 B S= ,  rad
6
πϕ = − ; c) brak 

rozwi�zania - przebiegi maj� ró�n� pulsacj� (nie s� synchroniczne). 
 
Zad. 1.7 
 Dwójnik o impedancji zespolonej Z  zasilany jest pr�dem sinusoidalnym ( )i t . Wyznaczy� 

warto�� skuteczn� zespolon� U  oraz przebieg warto�ci chwilowych ( )u t  napi�cia dwójnika. 

 a)   (10 20) Z j= + Ω ;   ( ) 5cos(314 / 4) Ai t t π= − ; 

 b)   / 610  jZ e π= ⋅ Ω ;   ( ) 10 2 sin(500 / 2) Ai t t π= ⋅ ⋅ − . 

Wynik: a) 1,8925 75 79  VjU j e= − + ≅ ⋅ , ( ) 79 2 sin(314 1,89) Vu t t≅ ⋅ + ,  

b) 3100  V
j

U e
π−

= ⋅ , ( ) 100 2 sin(500 / 3) Vu t t π= ⋅ ⋅ − . 

rCsR
sC  

rR  
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Zad. 1.8 
 W obwodzie panuje stan ustalony (rys. 1.8). Obwód zasilany jest napi�ciem 
zmiennym. Woltomierz (V) pokazuje U = 16V (warto�� skuteczna), amperomierz (A) 
natomiast I = 10A (równie� warto�� skuteczna). Wyznaczy� warto�� indukcyjno�ci L. 

2, 2, 1/ 4.R Cω = = =  
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie: 
 Elementy R, L, C poł�czone s� równolegle, zatem wygodnie jest opisa� obwód za 
pomoc� admitancji 

   
1 1

Y j C
R j L

ω
ω

= + + . 

Z tre�ci zadania wynika, �e 
5
8

I
Y Y

U
= = = . Drugiej strony  

2 2 2
2

2

1 1 25 1 1 1 1 1
1 1 .

64 4 2 2 4
Y C

R L L L
ω

ω
� �� � � � � �= + − → = + − = + −� �� � � � � �� �� � � � � �� �

  

Zatem 
21 9 1 3

1 1
16 4L L

� �− = → − = ±� �
� �

. Rozwi�zuj�c równanie otrzymuje si� wynik. 

Zad. 1.9 
Jaka powinna by� warto�� rezystancji R aby warto�� skuteczna pr�du i(t) wynosiła 

1A? 
 
 
 
 
 
 
 
Zad. 1.10 

Wyznaczy� napi�cie u(t) na kondensatorze C. Narysowa� wykres wskazowy napi�� i 
pr�dów w obwodzie. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A 

V 
R L C 

Wynik: 
4

4 .
7

L L= ∨ =  

Dane: 
3( ) 10sin(10 5 9 ), 10 F, 50�.e t t C Rµ= + π = =  

Dane:  
( ) 4sin(2 )e t t �� � V, 

C = ¼ F. e(t) 

C R 

i(t) 

Wynik:  
R = 2 

Rys. 1.8 

e(t) 

C R 

i(t) 

uR(t)   uC(t) 
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Rozwi�zanie 
 Obliczymy symboliczn� warto�� pr�du, napi�cia na rezystorze oraz napi�cia na 
kondensatorze: 

j5 9 j2,8523rad j2,8523rad

3 6

j1,2815rad
3 5

10 1
e 0,06325e A, 3,1624e V,

12 50 j
10 10 10

1
6,325e V.

j10 10

R

C

I U RI

U I

π

−

−

= = = =
−

⋅

= =

 

  
 
 
 
 
Zad. 1.11 
Gał�� szeregow� RC ( 8 R = Ω , C  530,78  Fµ≅ ) zał�czono na napi�cie o warto�ci skutecznej 

220 VU =  o pulsacji rad/s  314≅ω . 
 Obliczy� jakie b�dzie napi�cie na kondensatorze je�eli gał�� zostanie odł�czona od 
zasilania: 

a) w chwili gdy warto�� chwilowa napi�cia zasilaj�cego przechodzi przez zero: 
   1) rosn�c, 2) malej�c; 
 b) w chwili gdy osi�ga ona maksimum: 

1) „dodatnie”, 2) „ujemne”. 
Wynik: a) 1) 149.34 VCU ≅ , 2) 149.34 VCU ≅ −  b) 1) -111.89 VCU ≅ , 2) 111.89 VCU ≅ . 

 
Zad. 1.12   
 W celu wyznaczania parametrów L i LR  cewki rzeczywistej przeprowadzono dwa pomiary: 
jeden przy zasilaniu jej napi�ciem stałym, drugi przy zasilaniu napi�ciem zmiennym. Mierzono 
warto�ci pr�du i napi�cia, a przy zasilaniu napi�ciem zmiennym tak�e cz�stotliwo��.  
Otrzymano nast�puj�ce wyniki: 
 a) zasilanie napi�ciem stałym: 
 24 VU= = , 6 AI= = , 
 a) zasilanie napi�ciem zmiennym: 
 24 VU≈ = , 4,8 AI≈ = , 50 Hzf = . 

Wyznaczy� indukcyjno�� L i rezystancj� LR  cewki. 
 
Zad. 1.13 
 Dla obwodu o schemacie z rys. 1.10 wyznaczy� indukcyjno�� xL , je�eli wskazanie 

woltomierza wynosi: 100 VU = .  
Dane: 
 ( )( ) 20 2 sin 500  Ai t t= ⋅ ⋅ , 0,25  FC m= , 2 L mH= , 3 R = Ω . 

 
 
 
 
 

I UR 

UC 

E 

Wykres wskazowy pokazano na rysunku. 
Przebiegi czasowe pr�du i napi�� s� nast�puj�ce: 

3

3

3

( ) 0,08945sin(10 2,8523) A,

( ) 4, 4723sin(10 2,8523) V,

( ) 8,9449sin(10 1, 2815) V.
R

C

i t t

u t t

u t t

= +
= +

= +

 

Wynik: 
4LR = Ω , 9,55 mHL ≅  

V 

R 
Lx 

C L 

i(t) 

u(t) 

Wynik 
Istniej� dwa rozwi�zania : 

' 6xL = mH, '' 22xL = mH. 
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Zad. 1.14 
 Przyrz�dy podł�czone do dwójnika zasilanego napi�ciem zmiennym sinusoidalnym 
pokazuj� 65V, 5A, 300 WU I P= = = (rys. 1.14). Wszystkie przyrz�dy s� idealne (nie obci��aj� 
obwodu, a wi�c nie zmieniaj� warto�ci przez siebie mierzonych). Woltomierz i amperomierz mierz� 
warto�ci skuteczne. Watomierz mierzy iloczyn warto�ci skutecznej pr�du przepływaj�cego przez jego 
cewk� pr�dow�, warto�ci skutecznej napi�cia przyło�onego do jego cewki napi�ciowej i kosinusa k�ta 
pomi�dzy nimi. 

Wyznaczy� zespolon� impedancj� Z  dwójnika N w przypadku, gdy :  
a) { }arg 0Zϕ = > ; b)  { }arg 0Zϕ = < . 

 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie: 
Moduł i argument impedancji dwójnika N wyznaczamy za pomoc� wzorów: 

( )65
13 , cos 0,923

5
U P

Z
I U I

ϕ= = = Ω = =
⋅

. 

St�d 022,631321ϕ = ± . 
a) { } ( )arg 0, 12 5jZ Z Ze jϕϕ = > = = + Ω , 

b) { } ( )arg 0 12 5 .jZ Z Ze jϕϕ = < = = − Ω  

 
Zad. 1.15  
 Dwójnik N z rys. 1.14 zasilono napi�ciem sinusoidalnym o cz�stotliwo�ci 1 50f = Hz. 
Wiemy, �e dwójnik składa si� z szeregowo poł�czonych rezystora, cewki i kondensatora. Wskazania 
przyrz�dów: V 220U1 = , A 11I1 = , kW 2P1 =  
Nast�pnie ten sam obwód zasilono napi�ciem o cz�stotliwo�ci dwukrotnie wy�szej. Wskazania 
przyrz�dów jednak wówczas nie uległy zmianie. Wyznaczy� warto�ci rezystancji (R), indukcyjno�ci 
(L) i pojemno�ci (C). 
 
Wynik: 16,53 R ≅ Ω , 141,4 C Fµ≅ , 35,86L ≅  mH. 
 
Zad. 1.16   

W obwodzie o schemacie z rysunku 1.14 przy cz�stotliwo�ci  Hz50f =  mierniki wskazuj� 
W 1000P = , V 220U = , A 5I = .  Dwójnik N składa si� z szeregowo poł�czonego rezystor i 

kondensatora. Wyznaczy� parametry (R i C) dwójnika N. Wyznaczy� tak�e wskazania mierników gdy 
cz�stotliwo�� napi�cia zasilaj�cego wzro�nie dwukrotnie (ale warto�� skuteczna napi�cia pozostanie ta 
sama). 
 
Wynik: 40 R = Ω , 0,174C ≅ mF, ( 18,33 CX ≅ Ω ); gdy cz�stotliwo�� wzro�nie: 5,36 AI ≅ , 

1149,6 WP ≅ , ( 9,165 CX ≅ Ω ) 

 

A 

V N 

W 

* 
* 

Rys. 1.14 
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Zad. 1.17  
Dla obwodu o schemacie z rys. 1.17 wyznaczy� wskazania przyrz�dów. 

Dane: ( )( ) 10 2 cos 1000  ARi t t π= + , 1 1 R = Ω , 2 2 R = Ω , 250 FC µ= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wynik: 159,15  Hzf ≅ , 325 WWP = , 30,41 U V≅ ,  11,18 AI ≅ . 

 
Zad. 1.18 
 Dla obwodu o schemacie z rys. 1.18 wyznaczy� wskazania przyrz�dów. 
Dane:  ( )( ) 6 2 cos 628  ACi t t= , 10 R = Ω , 15,92 HL m= , 159,24 FC µ= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wynik: 100  Hzf = , 360 WWP ≅ , 60 U V≅ ,  8,48 AI ≅ ,  6 ARI ≅ . 
 
Zad. 1.19 

Obliczy� tak� warto�� rezystancji rezystora R2, aby 2

1

U
k

U
= . Do oblicze� przyj��  

R1 = 100 Ω, 
1

50
Cω

= Ω, k = 0,2. 

  
 
 
 

A 

Hz V 

W 
R1 

R2 C 

* 
* 

iR(t) 

u(t) 

Rys. 1.17 

R 

A 

Hz V 

W 
L 

C 

* 
* 

iC(t) 

u(t) 

AR 
Rys. 1.18 

R1 
R2 C U1 U2 

Rys. 1.19 
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Rozwi�zanie 
 Obliczymy transmitancj� układu 

2

2
2 2

1 1 2 2 1
2

1

2

1
j

1
j .

1 j
j

1
j

R
C

R
RU CT

U R R R R CR
CR

R
C

ω

ω
ω

ω

ω

+
= = =

+ +

+
+

 

Kwadrat modułu transmitancji 
2

2 2
22 2

1 2 1 2 21
1

2

1
.

( ) ( )
1 ( )

R
k

R R R R C R
R C

R

ω
ω

= =
+ + � �

+ +� �
� �

 

Po rozwi�zaniu równania ze wzgl�du na R2 otrzymujemy 

( )( )
( )

( )( )
( )

2 2
1 1 1 1

2 22 22 2
1 1

1 1
27,91 17,91 .

1 1

kR CkR k kR CkR k
R R

CkR k CkR k

ω ω

ω ω

− − − +
= ≈ Ω ∨ = ≈ − Ω

+ − + −
 

Zatem nale�y przyj�� R2 = 27,91 Ω. 
 
Zad. 1.20 
 Moc chwilowa dostarczona do odbiornika ze �ródła o napi�ciu sinusoidalnym zmienia 
si� w przedziale 23 kVA do –5 kVA. Napisa� wyra�enie na pr�d i napi�cie w funkcji czasu, 
je�eli u(0) = 500 V, Um = 1835 V oraz cz�stotliwo�� zmian mocy wynosi fp = 100 Hz. 
 
Rozwi�zanie 
 Załó�my, �e ( ) sin( )m uu t U tω ϕ= +  oraz ( ) sin( )m ii t I tω ϕ= + . Oznaczmy 

u iϕ ϕ ϕ= − (pr�d jest przesuni�ty w fazie wzgl�dem napi�cia o k�t ϕ ). Z tre�ci zadania 

wynika, �e warto�� skuteczna napi�cia 
1835

1297,54 V.
2 2
mU

U = = =  

Moc chwilowa 
( ) ( )

( )

( ) ( ) sin sin

cos cos 2 cos cos(2 ).
2

m m u i

m m
u i p

P u t i t U I t t

U I
t UI UI t

ω ϕ ω ϕ

ϕ ω ϕ ϕ ϕ ω ϕ

= ⋅ = + + =

− + + = − +
 �� �
 

 Z tego wzoru wynika, �e moc chwilowa ma dwie składowe: 

� składow� stał� cos cos
2
m mU I

UIϕ ϕ= , 

� składow� zmienn� cos(2 ) cos(2 )
2
m m

p p

U I
t UI tω ϕ ω ϕ+ = + , gdzie ( )2p u iϕ ϕ ϕ= + . 

W powy�szej zale�no�ci skorzystano ze wzoru: 2sin( )sin( ) cos( ) cos( )A B A B A B= − − + .  
Moc chwilowa przy przebiegach sinusoidalnych oscyluje, sinusoidalnie z cz�stotliwo�ci� 
2f = fp ( 50 100f ω π= → = ) wokół warto�ci stałej cosUI ϕ , a jej amplituda wynosi UI. Moc 
chwilowa osi�ga maksymaln� warto�� dla 2 pt kω π ϕ= −  i wynosi max cosP UI UIϕ= +  oraz 

warto�� minimaln� dla 2 ptω ϕ= − i wynosi min cosP UI UIϕ= − . Maj�c te dwa równania 
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mo�na wyznaczy� I oraz cosϕ , tzn. 

( ) 3
max min max min

max min

23 5 10
10.79A, cos 0.64285714

2 2 1297,54
P P P P

I
U P P

ϕ
+− += = = = =

⋅ ⋅ −
. 

St�d 0,8725738534radϕ = . Mo�na zauwa�y�, �e moc czynna cos 9kWP UI ϕ= =  i jest 

równa �redniej warto�ci max min

2
P P+

. Poniewa� ( ) sin( )m uu t U tω ϕ= + , wi�c dla t = 0 

sin(ϕu) =
500

1835
, a st�d 0, 27596917 raduϕ =  (mniejsza warto��). K�t iϕ wyznaczamy ze 

wzoru 0,5966046865radi uϕ ϕ ϕ= − = − . Ostatecznie, wi�c: 
( ) sin( ) 1835sin(100 0, 27596917 rad) Vm uu t U t tω ϕ π= + = + , 

( )( ) sin( ) 15.25sin 100 - 0.59660468radm ii t I t t Aω ϕ π= + = . 

 
Zad. 1.21 

 Wyznaczy� 
1

2

U
U

T =  (rys. 1.21). Jaka musi zachodzi� zale�no�� pomi�dzy 

warto�ciami elementów obwodu, by T nie zale�ało od cz�stotliwo�ci? 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 1.21 
Rozwi�zanie 

Oznaczymy 

1

1 1 2
1 2

1 1 2 2
1

1

,
1 1 1

R
j C R R

Z Z
j R C j R CR

j C

ω
ω ω

ω

= = =
+ ++

. Korzystamy z dzielnika 

napi�cia, zatem 2
2 1

1 2

Z
U U

Z Z
=

+
. St�d 

2

2 2 2

1 21

1 1 2 2

1

1 1

R
j R CU

T
R RU

j R C j R C

ω

ω ω

+= =
+

+ +

. Wyra�enie to nie 

b�dzie zale�ało od ω je�li 2 2 1 11 1j R C j R Cω ω+ = + , czyli 2 2 1 1R C R C= . 

 Wówczas 2 2

1 1 2

RU
T

U R R
= =

+
. Jest to tzw. dzielnik skompensowany. 

 
Zad. 1.22 
 Jaka powinna by� warto�� rezystancji R3, aby pr�d I2 płyn�cy przez elementy R2 i L2 
opó�niał si� w fazie wzgl�dem przyło�onego napi�cia U o 2π  (rys. 1.22).  
Przyj�� nast�puj�ce dane: R1 = 5 Ω, ωL1 = 11 Ω, R2 = 10 Ω, ωL2 = 25 Ω. 
 

 

C1 C2 

R1 R2 

U1 

U2 
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Rys. 1.22 
Rozwi�zanie 
Oznaczmy 1 2 31 1 1 1 2 2 2 2 3, ,Z R j L R jX Z R j L R jX Z Rω ω= + = + = + = + = . Pr�d 

( )2 3
1

2 3 1 2 1 3 2 3
1

2 3

we

U Z ZU U
I

Z ZZ Z Z Z Z Z ZZ
Z Z

+
= = =

+ ++
+

, gdzie weZ oznacza impedancj� wej�ciow� 

dwójnika. Przez impedancj� 2Z płynie pr�d 2I , którego warto�� wyznaczamy z dzielnika 

pr�dowego, tzn. 3
2 1

1 22 3
1 2

3

T

Z U U
I I

Z ZZ Z ZZ Z
Z

= = =
+ + +

, gdzie 1 2
1 2

3
T

Z Z
Z Z Z

Z
= + + ma 

wymiar impedancji ale ni� nie jest, mo�na j� nazwa� impedancj� przej�ciow� (trans-
impedancj�). Pr�d 2I b�dzie opó�niał si� wzgl�dem przyło�onego napi�cia U o 900, je�li 
impedancja przej�ciowa b�dzie czysto urojona (znak dodatni). Wyznaczmy cz��� rzeczywist� 
i urojon� tej impedancji: 

( )( )1 1 2 21 2
1 2 1 2 1 2

3 3

1 2 1 2 1 2 2 1
1 2 1 2

3 3

( )

.

T

R jX R jXZ Z
Z Z Z R R j X X

Z R

R R X X R X R X
R R j X X

R R

+ +
= + + = + + + + =

� � � �− ++ + + + +� � � �
� � � �

 

Cz��� rzeczywist� powy�szego wyra�enia przyrównujemy do zera 
1 2 1 2

1 2
3

0
R R X X

R R
R
−+ + = , st�d 1 2 1 2

3
1 2

11 25 5 10
15

5 10
X X R R

R
R R

− ⋅ − ⋅= = = Ω
+ +

. Sprawdzenie, je�li 

3 15R = Ω , to 
( )( )1 2

1 2
3

5 11 10 25 155
5 11 10 25

15 3T

j jZ Z
Z Z Z j j j

Z

+ +
= + + = + + + + = . 

Zad 1.23 
Wykaza�, �e dla 

1
2LC

ω = warto�� skuteczna pr�du I płyn�cego przez cewk� (rys. 1.23) 

wynosi 
U

I
Lω

= dla dowolnych warto�ci R, natomiast argument tego pr�du przy zmianie 

( )0,R ∈ ∞ zmienia si� w odpowiednio mi�dzy w przedziale ,
2 2
π πϕ � �∈ −� �

� �
. 

 

R1 R2 

R3 

L1 

L2 

U 

I1 

I2 
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Rys. 1.23 
Rozwi�zanie 

Pr�d 
( )

2

1

1
we

U j RCU U
I

RZ R RLC j Lj L
j RC

ω
ω ωω

ω

+
= = =

− ++
+

. 

Moduł tego pr�du (warto�� skuteczna) dla podanej pulsacji wynosi: 

( ) 22

2 2 2

22 2 2 1
1 2

2

1
2

C
L

LC

U R C C U
I I U

L LR RLC L
ωω

ω
ωω ω =

=

+= = = =
− +

. 

Argument pr�du I wyznaczamy jako (zakładamy, �e argument napi�cia U jest równy zero)   

{ } { } { }2
1

2

2
arg arg 1 arg

2LC

R C L
I j RC R RLC j L arctg arctg

L R Cω
ω ω ω

=

� � � �
= + − − + = −� � � �� � � �

� � � �
  

Z tego wyra�enia wynika, �e gdy 0R → , to { }arg
2

I
π→ − , a gdy R → ∞ , to { }arg

2
I

π→ . 

Zad. 1.24 
Parametry obwodu pokazanego na (rys.1.24) s� nast�puj�ce: R = 40 Ω, ωL = 40 Ω, 

1
20

Cω
ΩΩΩΩ= . Wiadomo, �e element o impedancji Z jest kondensatorem lub induktorem. 

Znale�� warto�� reaktancji tego elementu, je�li |U| = U = 30 V, a  |I| = I = 0.75 A. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  

Zad. 1.25 
 Dwójnik N zasilany jest napi�ciem zmiennym. Wyst�puje stan ustalony. Wyznaczy� 
moc czynn� wydzielon� w dwójniku N (obwód RLC). Ta metoda pomiaru mocy nazywa si� 
metod� trzech woltomierzy.  
Do oblicze� przyj�� dane: 1 2 3100 , 96 , 8 , 10 .pU V U V U V R= = = = Ω  

L 

C R U 

I 

Wynik: 

( )24 16 6 63,1918Z j j= + ≈ Ω  (cewka) 

lub 

( )24 16 6 15,1928Z j j= − ≈ − Ω  (kondensator) 

Z 
R 

C 

L 

U 

I 
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Rys. 1.25 
 

Wynik: ( )2 2 2
1 2 3

1
36

2 p

P U U U W
R


 �= − + =� �  

Wskazówka: Narysowa� poprawnie wykres wskazowy, zastosowa� wzór na 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = − oraz wzory Carnota. 

 
Zad. 1.26 
 Odbiornik energii (charakter indukcyjny) pobiera moc czynn� 2000P W= przy 
napi�ciu zasilaj�cym 230U V= i ( )cos 0,65ϕ = , 50f Hz= . Znale�� pojemno�� i moc biern� 

baterii kondensatorów, które wł�czone równolegle do odbiornika zwi�ksz� ( )cos 0,9wϕ =  

(nadal zostanie charakter indukcyjny wypadkowego obci��enia). Co si� stanie, je�li b�dziemy 
chcieli poprawi� ( )cos 1ϕ → . 

 
Rozwi�zanie 
 Narysujmy wykres wskazowy (rys. 1.26). 

U

I

ϕ

IC

ϕw

Iw

 
Rys. 1.26 

Przed wł�czeniem kondensatora warto�� skuteczna pr�du wynosiła 

( ) 13,3779
cos

P
I I A

U ϕ
= = = . Po wł�czeniu kondensatora płynie pr�d sumaryczny Iw. Z 

rysunku 1.26 wynika, �e ( ) ( )cos cosw wI Iϕ ϕ= . St�d 
( )
( )

cos
9,6618

cosw
w

I I A
ϕ
ϕ

= = . Równie� z 

rys. 1.26 wynika, �e ( ) ( ) 2 2sin sin 1 cos ( ) 1 cos ( ) 5,9548C w w w wI I I I I Vϕ ϕ ϕ ϕ= − = − − − = . 

Pr�d płyn�cy przez kondensator ,CI j CUω=  zatem C CI j C U I CUω ω= → = . St�d 

V V 

V 

 

N 

Rp 

1 2 

3 

U1 

I 

P = ? U2 
U3 
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82,4CI
C F

U
µ

ω
= = . Moc bierna 5,9548 230 1369,6C CQ I U War= ⋅ = ⋅ = . Je�li ( )cos 1wϕ = , 

( )8,69 , 0 sin 0.w w wI A ϕ ϕ≈ = → = Zatem ( )sin 10,166 .CI I Aϕ= ≈ Tak, wi�c 

140,7CI
C F

U
µ

ω
= = . Wówczas 10,166 230 2338, 2C CQ I U War= ⋅ = ⋅ = . Z powy�szego 

przykładu wynika wniosek: poprawa współczynnika ( )cos ϕ , tak aby był on bliski jedno�ci 

wymaga znacznego zwi�kszenia pojemno�ci baterii w stosunku do uzyskanych korzy�ci. 
 
Zad. 1. 27 
 Dla obwodu o schemacie zast�pczym z rysunku 1.27 obliczy� całkowity współczynnik mocy 

Σϕcos . Odbiornik ma charakter rezystancyjno-indukcyjny.  

Dane :  odbiornika: 220onU V= , 1,6 onP kW= , cos 0,6onϕ = , 

kondensatora: 
1

40 
Cω

= Ω . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zad 1. 28 
 Odbiornik o charakterze rezystancyjno-indukcyjnym ma nast�puj�ce parametry 
znamionowe: 220 VonU = ,  100 kWonP = , cos 0,75onϕ = , 50 Hzf = . 
Dane pr�dnicy zasilaj�cej odbiornik: 220 VgnU = , cos 0,8gnϕ = , 150 kVAgnS = , 

0,05 gnX = Ω  (przyjmuje si� sam� reaktancj�, rezystancja uzwojenia jest pomijalna). 

 Wyznaczy� pr�d odbiornika, napi�cie na jego zaciskach oraz moc przeze� pobieran�.  
Obliczy� te� pojemno�� kondensatora jaki nale�y podł�czy� równolegle do odbiornika, aby 
wypadkowy współczynnik mocy miał warto�� 95,0cos k =ϕ . 
 
Wynik: 611 AoI ≅ , 222 VoU ≅ , 101,6 kWoP ≅  (szeregowe poł�czenie: 0, 27 oR ≅ Ω , 

0, 24 oX ≅ Ω , 242 VgE ≅ ), 8 mF lub 3,69 mFC ≅  (w zale�no�ci od tego czy po doł�czeniu 

kondensatora charakter układu pozostanie rezystancyjno-indukcyjny czy te� zmieni si� na 
rezystancyjno-pojemno�ciowy). 
 
Zad. 1.29 
 Dwie równoległe gał�zie podł�czono do �ródła napi�cia zmiennego (rys. 1.29). 
Wyznaczy� pr�dy 1I , 2I oraz I . Wyznaczy� moc czynn� (P) i biern� (Q)pobieran� przez 
ka�d� gał�� oraz całego obwodu. Ponadto wyznaczy� moc zespolon� (S) i pozorn� (S) dla 
całego obwodu. 

Odbiornik 
liniowy 
pasywny 

on C 
u(t) 

i(t) Wynik: 
cos 0,87ϕΣ ≅  

Rys. 1.27 
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Przyj�� nast�puj�ce dane: 1 2

1
130 , 6 , 5 , 8 , 12L CU V X L X R R

C
ω

ω
= = = Ω = = Ω = Ω = Ω . 

 
 
 
 
 
 
      Rys. 1.29 
Rozwi�zanie: 

( ) ( )

( )

1 2
1 2

1 2

2 2
1 21 1 2 2

2 2
1 21 2

*

11,69 7,30 , 8,67 4,33 ,

1 1
20,35 2,97 ,

1519 , 1127 ,

949 , 563 ,

2646 386 , 2674 .

C L

C L

C L

U U
I j A I j A

R jX R jX

I U I I j A
R jX R jX

P I R W P I R W

Q I X War Q I X War

S U I P jQ W j War S VA

= = + = = −
− +

� �
= + = + = +� �− +� �

= = = =

= − = − = =

= = + = − =

 

 
Zad. 1.30 
 Obliczy�  impedancj�  wej�ciow�  układu.  Dane:  R1  =  R2  =  50 Ω,  ωL  =  50 Ω, 
ρ = 50 Ω, ωC = 0,02 S. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie. 

W celu obliczenia impedancji wej�ciowej wprowadzimy dodatkowe �ródło napi�cia 
Ed i obliczymy pr�d wej�ciowy Id. Wtedy 

.d
we

d

E
Z

I
=  

Aby obliczy� pr�d Id musimy najpierw wyznaczy� napi�cie U, gdy� 

2

, natomiast  j .d
d

E I U
I I U C

R
ρ ω− −= =  

Dla napi�cia U mo�na uło�y� równanie (I prawo Kirchhoffa dla w�zła A) 

1 2

j
j .

j
dU E U C U

U C
R L R

ρ ωω
ω

− −+ =
+

 

 Po podstawieniu danych otrzymujemy 

(1 j), (1 j)
3 150

d dE E
U I= − = +  

i ostatecznie 

U 

R1 

R2 

C 

L 

I 

I1 

I2 

U 
I 

R1 R2 

C 

L 
ρI Id 

Ed 

A 

Zwe 
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50 (1 j) (1 j)
150 3 .

50 150

d d
d

d
we

E E
E E

I
− + − −

= =  

Tak wi�c 
150 �.weZ =  

Zad. 1.31 
  
Obliczy� impedancj� wej�ciow� poni�szego dwójnika. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie. 
 Symboliczny układ zast�pczy z doł�czonym dodatkowym �ródłem pr�dowym 
pokazano na rysunku 1.31. 
 
 
 
 
 
 
   Rys. 1.31 
 
 Impedancja wej�ciowa 

.d
w

d

U
Z

I
=  

Na podstawie rysunku obwodu 
0

1 2 0
0

1 2 2

,

, .

d

d

U U I

Z Z U
U I I

Z Z Z

ρ= +

= =
+

 

Tak wi�c 
1 2 1

1 2 1 2

.d dd

Z Z Z
U I I

Z Z Z Z
ρ= +

+ +
 

Ostatecznie 
1 2

1 2

( )
.w

Z Z
Z

Z Z
ρ+=

+
 

Po podstawieniu danych 
4.wZ =  

C = 0,5,  L = 2,  R = 1,  ρ = 2,  ω = 2. 

Z1 Z2 Id Ud U0 

I 

1 2
1

j j4, j 1 j.Z L Z R
C

ω
ω

= = = − = −  Iρ  

( )i tρ  

i(t) 

L R C 

Id 
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Zad 1.32 
 W obwodzie panuje stan ustalony. Obliczy� pr�d i(t) posługuj�c si� metod� pr�dów 
oczkowych. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie. 
 Symboliczny obwód zast�pczy pokazano na rysunku 1.32. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   Rys. 1.32 
 
Po wybraniu drzewa Tr (jako koniecznego warunku rozwi�zalno�ci obwodu - lina 

pogrubiona czerwona) mo�na wybra� system oczek niezale�nych (oczka tworz� elementy 
dopełniaj�ce do drzewa Tr) oraz zbiór pr�dów oczkowych  i uło�y� układ równa� metody 
pr�dów oczkowych. 

( )
( )

1 4 1 4 2 4 3

2 3 4 2 4 1 4 3 2 4

3

4

1. ,

2. ,

3.
4. .

m m m

m m m m

m

m Z

Z Z I Z I Z I E

Z Z Z I Z I Z I Z I E

I U

I I

γ

+ + + =

+ + + + − =
=
=

 

Równanie sterowania: 
3 25. mU Z I= − . 

Wstawiaj�c równanie (5) do (3) otrzymujemy 3 3 2m mI Z Iγ= − . Zatem mo�na zapisa� 
nast�puj�cy układ równa� liniowych: 

1 4 4 3 4 1

4 2 3 4 3 4 2 2

m

m Z

Z Z Z Z Z I E

Z Z Z Z Z Z I E Z I

γ
γ

+ −
 �
 � 
 �
=� �� � � �+ + − +� �� �� �

. 

Podstawiaj�c dane otrzymujemy: 

1

2

1
1 j j2

3 -j
j 1 j

2

m

m

I

I


 �
� �
 � 
 �

=� �� � � �
� �� �� �−

� �� �

, 

st�d 

1 2 1 2 1 2

( ) 2 cos( ), ( ) 2 sin( ),

1, 0,5, 1,

0,5.

ze t t i t t

L L C C R R

γ

= =
= = = = = =

=
( )u tγ  e(t) ( )Zi t  

u(t) 

L1 C1 R1 

C2 

R2 

L2 

i(t) 

Uγ  

I 

E ( )Zi t

 
U 

Z1 

C2 

R2 

L2 

Im1 

Im2 

Im3 

Im4 

1 1 1
1

2 3 2
2

4 2

j, 1,
1

j j 1 j,

1
j j2, 1,

j j.

zE I

Z R L
C

Z Z R
C

Z L

ω
ω

ω
ω

= =

= + − = −

= − = − = =

= =
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j
2

1

1
j j

2
3

-j 1- j 1+ j 2 22 j =
3 31 3 3j1 j
2 22

3
j 1- j

2

mI I e
π

= = = =
−

 

 
Ostatecznie 

( ) 0,9428sin 0,9428cos( ).
2

i t t t
π� �= + =� �

� �
 

 
Zad. 1.33 
 W obwodzie pokazanym na rysunku panuje stan ustalony. Obliczy� napi�cie u(t) 
posługuj�c si� metod� symboliczn� oraz metod� napi�� w�złowych. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie. 
 Symboliczny schemat zast�pczy obwodu, obowi�zuj�cy w stanie ustalonym, pokazano 
na rysunku poni�ej. 
 
 
 
 
 
 
 
  

Dla w�zła A mo�na zapisa� 

1 2 1

1 1 1
,ZU E I

Z Z Z
� �

+ − =� �
� �

 

st�d 

( )2 11

1 2

1 2

1 1

Z
Z

E
I

Z Z I EZ
U

Z Z
Z Z

+
+

= =
++

. 

 
Po podstawieniu danych 

0j21,56,5054e .U −=  

R1 L 

C R2 e(t) iz(t) 

0

1 2

( ) 10sin( ) V,

( ) 0,05sin( 30 ) A,

100 , 200 ,

10,61 mH, 0, 2653 F,
3 kHz.

z

e t t

i t t

R R

L C

f

ω
ω

µ

=
= +

= Ω = Ω
= =
=

 

E 

Z1 

Z2 Iz 

0j30 3

1 1

2

2

10 0,05
, e , 2 3 10 ,

2 2
100 j200,

1
100 j100.

1
j

zE I

Z R j L

Z
C

R

ω

ω

ω

= = = ⋅ π⋅ ⋅

= + = +

= = −
+

 

A 

U 

u(t) 
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Ostatecznie 
0 0( ) 2 6,5054sin( 21,5 ) 8,5621sin( 21,5 ).u t t tω ω= ⋅ − = −  

 
Zad. 1.34 
 Pr�d i(t), o którym mowa w Zadaniu 1.32, obliczy� metod� napi�� w�złowych. 
Rozwi�zanie 
 Symboliczny obwód zast�pczy z wybranymi napi�ciami w�złowymi pokazanymi 
rysunku. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Słuszny jest nast�puj�cy układ równa� metody napi�� w�złowych: 

1 2 3
2 3 3 2

1 2 3
3 1 3 4 1

3

1 1 1 1
1. ( ) ,

1 1 1 1 1
2. ( ) ,

3. .

zV V V I
Z Z Z Z

V V V U
Z Z Z Z Z

V E

γ

+ − − =

− + + + − =

=

 

Równanie sterowania: 
   2 14. U V V= − . 
Po rozwi�zaniu równa� otrzymuje si� 

1

2

1
j,

3
2 1

j.
3 3

V

V

=

= − +
 

Poniewa� 
2

1

,
E V

I
Z
−=  

wi�c 
2

j.
3

I =  

 Przebieg czasowy pr�du i(t) jest oczywi�cie taki sam jak w rozwi�zaniu Zadania 1.32. 

Z1 

Uγ  

I 

E ( )Zi t

 
U C2 

R2 

L2 

V1 V2 V3 
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Zad. 1.35 
 W obwodzie wyst�puje stan ustalony. Korzystaj�c  z metody pr�dów oczkowych 
znale�� wszystkie zaznaczone pr�dy gał�ziowe. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wynik 

 
1 2

3 4

5

( ) sin( 0,9273) , ( ) 0, 2236sin( 0, 4636) ,

( ) 0,8062sin( 0,1244) , ( ) 0,6325sin( 0,3218) ,

( ) 1.204sin( 0,8442) .

i t t A i t t A

i t t A i t t A

i t t A

= − = −
= + = +
= −

 

 
Zad. 1.36 
 W sieci panuje stan ustalony. Znale�� pr�d i0(t) metod� pr�dów oczkowych. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wynik:  

( )0 ( ) 2 2 sin 2 A.i t t π= −  
  
 
Zad. 1.37 
 W sieci panuje stan ustalony. Znale�� napi�cie uL(t). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

R1 

R2 

L 

C 

e(t) 

iZ(t) 

i1(t) i2(t) 

i3(t) i4(t) i5(t) 

1 2

( ) sin , ( ) cos ,

1 , 3F,

1/ 6 H

Ze t t i t t

R R C

L

= =
= = Ω =

=
 

e(t) iZ(t) 
i(t) 

ρi(t) 

C1 

C2 

L1 

L2 C3 

R1 

R2 

i0(t) 1 2 3

1 2

1 2

1F,

2 H,

1 ,

( ) 2 sin V, ( ) 2 cos .Z

C C C

L L

R R

e t t i t t A

ρ

= = =
= =
= = = Ω

= =

 

iZ1(t) iZ2(t) 
e(t) L1 

L2 C 

R 

uL(t) 

( )
( )

1

2

1 1 2

( ) 2 sin V,

( ) 2 cos 4 A,

( ) 2 sin A,

1 , 1H, 1F.

Z

Z

e t t

i t t

i t t

R L L C

π

π

=

= +

= −
= Ω = = =
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Wynik 
 Nale�y zastosowa� metod� pr�dów oczkowych i prawo Ohma, otrzymujemy 

( )( ) sin 4Lu t t π= − .  
 
Zad. 1.38 
 Znale�� impedancj� wej�ciow� poni�szego dwójnika. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie 
 Do analizy obwodu z cewkami sprz��onymi zaleca si� stosowanie metody pr�dów 
oczkowych. Sposób rozwi�zywania obwodu jest taki sam, jak w przypadku obwodu bez 
sprz��e�. Nale�y tylko nieco inaczej wyznaczy� impedancje własne i wzajemne oczek. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Wybieramy oczka (w przykładzie nie wybrano celowo oczek optymalnie). Orientacj� 
oczek najlepiej przyj�� tak, aby pr�dy oczkowe wpływały do zacisków jednoimiennych 
cewek (*). Najpierw układamy równania wynikaj�ce z metody pr�dów oczkowych tak jak nie 
byłoby sprz��e�, tzn. 
 

( )

( ) ( )

1 21 1 2 2 2 2

1 22 2 2 2

1
1. j j j j ,

2. j j 0.

m m we

m m

R L L R I L R I E
C

L R I L R I

ω ω ω
ω

ω ω

� �+ − + + + + =� �
� �

+ + + =
 

Nast�pnie modyfikujemy te równania zgodnie z zasad�: 
• je�li istniej� sprz��enia pomi�dzy cewkami nale��cymi do tego samego oczka, to w 

impedancji własnej pojawi si� dwukrotna warto�� impedancji indukcyjno�ci 
wzajemnej. Znak podwojonej impedancji indukcji wzajemnej jest + (plus) je�li pr�d 
oczkowy w tym oczku wpływa (wypływa) jednocze�nie do (z) zacisków 
jednoimiennych obydwu cewek sprz��onych. 

• je�li istniej� sprz��enia pomi�dzy cewkami to do impedancji wzajemnej nale�y 
jeszcze doda� (zwrot obu pr�dów oczkowych wzgl�dem zacisków jednoimiennych 
cewek jest zgodny) lub odj�� (zwrot obu pr�dów oczkowych wzgl�dem zacisków 

1 2

1 2

6 , 2 ,

8 , 2 , 4 ,

1
8 .

R R

L L M

C

ω ω ω

ω

= Ω = Ω
= Ω = Ω = Ω

= Ω

 

L1 

* * 
C R1 

L2 

R2 

M 

Zwe 

1

we we
we

we m

E E
Z

I I
= =  * * 

C R1 

L2 

R2 

M 

Ewe 

Iwe 

Im1 Im2 

L1 
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jednoimiennych cewek jest przeciwny). 
Zatem równania 1 i 2 zostaj� uzupełnione w nast�puj�cy sposób: 

( )

( ) ( )

1 21 1 2 2 2 2

1 22 2 2 2

j
1

1. j j j j ,

2. j j 0.

2 j

j

m m we

m m

M MR L L R I L R I E
C

L R I L IM R

ω ω

ω

ω ω ω
ω

ω ω

� �+ − + + + + =� �
� �

+ +

+

+ + =

+
 

Podstawiaj�c dane, otrzymujemy 
1

2 1 11

8 j10 2 + j6
10 4j.

2 + j6 2 + j2 0
m we we

we
m m

I E E
Z

I I

+ 
 �
 � 
 � ∆= � = = = −� �� � � � ∆� � � �� �
 

W przypadku, gdy cewki sprz��one s� poł�czone tak, �e spotykaj� si� we wspólnym w��le 
mo�na zastosowa� układy równowa�ne, trzy cewki ale bez sprz��e� (4 mo�liwe kombinacje 
I, II, III i IV- rys. poni�ej). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Stosuj�c III schemat równowa�ny, analizowany obwód mo�na narysowa� w 
nast�puj�cy sposób (rys. poni�ej). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

L2+M 

M 

* 

* 
L1 L2 

A B 

C 
L1+M 

-M 

A B 

C 

M * 

* 
L1 L2 

A B 

C 

M * * 
L1 L2 

A B 

C 
L1-M L2-M 

M 

A B 

C 

M 

* * 
L1 L2 

A B 

C 

I 

II 

III 

IV 

C R1 

L2+M 

R2 

-M 

Zwe 

L1+M 

Zatem  

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

1 1

2 2

2 2

1
j j

+ j -j

+ j - j

2 + j6 -j4
6 j12 - j8 + 10 j4

2 + j6 - j4

weZ R L M
C

R L M M

R L M M

ω
ω

= + + − +

+
 �� �+ =
+

⋅
+ = −
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Zad. 1.39 
 W obwodzie panuje stan ustalony. Obliczy� warto�� napi�cia U. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie. 
 W obwodzie wyst�puj� induktory sprz��one polem magnetycznym; zalecan� metod� 
analizy obwodu jest metoda pr�dów oczkowych. Mo�na uło�y� nast�puj�ce równania: 

1 2 1

2

1 1 1
1 21 1 2 2 1 1j j j

1
3 1

13

2 2 13 25j

1. ( j j ) - j

j j

( j )

( j ) ,
m mC C C

mC

R L R L I R L M

M

I

R L EM I
ω ω ω

ω

ω
ω

ω
ω

ω ω
ω

+ + + + + −

−

+

+ +

+

− + =
 

( )
1 1

1 1
1 21 1 1 1 4 3j j

m3 33

13 13

13

2. ( j ) ( j j )

j

j 2 j

j ,

m mC CM M

M

R L I R L R L I

L I E
ω ωω ω ω

ωω

ω ω− + + − + + + + + −

− − =
 

( )
2

2 5

1
1 22 2 3j

1 1
3 32 2 5 5 3j

13 25 1

j

3

25

3. ( j ) j

(

j j

j

j

2j j ) .j
m mC

mC C

R L I L I

R L R L L I E

M M M

M
ω

ω ω

ω ω
ω ω ω

ω ω ω
ω

− + + + − − −

+ + + −+ + + + = −
 

Podstawiaj�c dane otrzymuje si� układ równa� 

1

2

3

3
2 j -1 -1+ j

2 1
1 1

-1 2 + j - j 2
2 2

23 1
-1+ j - j 2 - 2j

2 2

m

m

m

I

I

I


 �−� �

 � 
 �� �
� � � �� � =� � � �� �
� � � �−� �� � � �

� �
� �� �

 

Rozwi�zuj�c ten układ otrzymuje si� 
1

2

3

0,8783 j0, 2368,
1, 4371 j0,2581,

0,06882 j0, 2499.

m

m

m

I

I

I

= +
= −
= − −

 

Napi�cie U jest sum� trzech składowych 
1 2 2 31 13 13j ( ) j j .m m m mU L I I M I M Iω ω ω= − + −  

Warto�� numeryczna napi�cia 
j2,7650, 4908 j0.1942 0,5278e .radU = − + =  

13 25

1 2 3 5

1 2 5

1 2 4 5

1 3

0,5,

1,

2 2
2, , ,

5 3
1,

1, 2, 1.

M M

L L L L

C C C

R R R R

E E ω

= =
= = = =

= = =

= = = =
= = =

 

C5 

R1 
R2 R5 

R4 

C1 

C2 

L1 

L2 L5 

L3 

E1 

E3 * * 

∆ ∆ 

M13 

M25 

U 

Im1 

Im3 

Im2 



Zakład Teorii Obwodów, Politechnika Wrocławska wersja Beta  

 24 

Zad. 1.40 
 Wyznaczy� warto�ci elementów szeregowego poł�czenia RZ, XZ równowa�nego 
układowi jak na rysunku poni�ej. Dane: 510 mH, 3mH, 1,5k�, 2 10 rd/s.L M R ω= = = = ⋅  
 
 
 
 
 
Wynik 
 1, 4 k�, 1,5k�.Z Z ZR X Lω= = = Uwaga: Wykorzysta� symetri� obwodu mo�na 
zauwa�y�, �e nic si� zmieni, je�li poł�czenie A si� usunie. 
 
Zad. 1.41 

Obliczy� napi�cie u(t). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wynik 

 ( )020
( ) sin +108,4

5
u t t V= . 

Zad. 1.42 
 W obwodzie wyst�puje stan ustalony. Wyznaczy� pr�d ( )Ci t . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wynik 
 Stosujemy metod� napi�� w�złowych ! ( )( ) 2 2sin 2 A.Ci t t π= +  

* * 

R R 

L L 

M 

RZ XZ 

A 

u1(t) 

R2 

R1 

L2 

L1 

* 

* e(t) 

M 

αu1(t) 

u (t) 

Dane: 

1 2

1 2

1 , 1,

1H,

( ) 2 cos( ) V,

R R

L L M

e t t

α= = Ω =
= = =

=
 

R1 

R2 

L 

C1 

C2 

e1(t) e2(t) iC(t) 

Dane: 
( )

( )
1

2

1 2

1 2

( ) 2,8sin 4 V,

( ) 2 10sin V,

1�, 2�, 1H,

1 2 F, 1F.

e t t

e t t

R R L

C C

π

π

= +

= +
= = =
= =
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Zad. 1.43 
 Znale�� napi�cie ( )Lu t metod� napi�� w�złowych. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wynik 
 ( )( ) 5,963sin 2 1, 249r VLu t t≅ + . 

 
Zad. 1.44 
 Wyznaczy� stosunek 1 2T U U= dla poni�szego układu w dwóch przypadkach  
1) współczynnik wzmocnienia idealnego wzmacniacza operacyjnego k jest sko�czone oraz  
2) gdy k → ∞ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Rys. 1.44a Analizowany układ 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Rys. 1.44b Schemat równowa�ny idealnego wzmacniacza operacyjnego. 

L 
C R1 

R2 

iZ(t) 

i(t) 

ρi(t) 

U+ 
Uwy 

+ 

_ 

k 

U+ 

U- U- 

Uwy = k(U+- U-) 

Dane 
1

.
RC

ω =  
2R 

2R 

R 
C U1 U2 

+ 

_ 

k 

Dane: 

1 2

( ) 2 cos(2 ),

1, 3,

2, 1/ 2.

Zi t t

R R

L C

ρ
=

= = =
= =

 



Zakład Teorii Obwodów, Politechnika Wrocławska wersja Beta  

 26 

Rozwi�zanie 
 Narysujmy układ do analizy. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Zadanie rozwi��emy metod� napi�� w�złowych. Do zacisków wej�ciowych nale�y 
doł�czy� pobudzenie. Poszukiwany stosunek 1 2T U U= nie mo�e zale�e� od warto�ci 
pobudzenia ( 1 0U ≠ ). Układamy nast�puj�cy układ równa� liniowych (równania wynikaj�ce 
bezpo�rednio z metody): 

1

1 2

1
1. 0,

1 1 1 1
2. ,

2 2 2 2

j C U j CU
R

U U U
R R R R

ω ω+

−

� �+ − =� �
� �

� �+ − −� �
� �

 

oraz równanie sterowania: 

( )23. .U k U U+ −= −  

Rozwi�zuj�c ten układ równa� (z 1. wyznaczamy U+, z 2. U- i wstawiamy do 3.) 
otrzymujemy: 

( )
( )( ) ( ) ( )

2

1

1 j 1 j
2 1 j 2 1 j

k RCU k RC
T

U k RC k RC

ω ω
ω ω

− −= = − = −
+ + + +

. 

Gdy k jest sko�czone, wówczas 
( )

( )( )
2

1

1

1 j
j

2 1 j 2RC

kU k
T

U k kω=

−
= = − =

+ + +
. Natomiast gdy 

k → ∞ , otrzymujemy: 
j

2 21

1

1 j 1 j
j = e

1 j 1+ jRC

U RC
T

U RC

π

ω

ω
ω=

− −= = − = − =
+

. 

 
Zad. 1.45 
 Wyznaczy� stosunek 1 2T U U= dla poni�szego układu w przypadku gdy k → ∞ . 
 
 
 
 
 
 

2R 

2R 

R 
C U1 U2 

 

U +
��  

U −
��  

Wynik 

2 1

1
jT U U

RCω
= =  

R 

R 

C 

U1 

U2 

+ 

_ 

k 
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Zad. 1.46 
 W obwodzie wyst�puje stan ustalony. Wyznaczy� napi�cie U stosuj�c metod� napi�� 
w�złowych. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie 
 Nie mo�na bezpo�rednio zastosowa� metody napi�� w�złowych, gdy� nie mo�na 
wybra� w�zła odniesienia (zgodnie z t� metod� �ródła napi�ciowe powinny mie� wspólny 
w�zeł). Nale�y zatem przekształci� obwód stosuj�c zasad� ruchliwo�ci �ródeł. Poni�ej 

pokazano sposób post�powania. Oznaczmy jako 1 1

1
jZ R

Cω
= − oraz 

1

2
2

1 1
jZ

R Lω

−
� �

= −� �
� �

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Napiszmy teraz równania wynikaj�ce z metody napi�� w�złowych. 

E1 

E2 

U 

IZ 

C 

L 

R1 

R2 

R3 
R4 

Dane 
1 2

1 2 3 4

1, j3, 4 j4,
1,

1, 1, 1/ 2.

ZE E I

R R R R

L C ω

= = = − −
= = = =

= = =
 

E1 

E2 

U 

IZ 

Z1 

Z2 

R3 
R4 

E1 

Z1 

V1 

R3 

E2 E1 

E1/R3 

Z2 

R4 IZ 
V2 

V3 

Inaczej przerysowany obwód. 

Wynik 
1

j
2

U = − −  
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1
1 2 3

1 2 1 23 4 3 3

22

13

1 1 1 1 1 1 1
1. ,

2. ,

3. .

Z
E

V V V I
R R Z Z R Z Z R

V E

V E

� � � �
+ + + − + − = +� � � �

� � � �

=
=

 

Oczywi�cie szukane 1U V= . Podstawiaj�c dane i rozwi�zuj�c ten układ otrzymujemy :  

1

1
j

2
U V= = − −  

Zad. 1.47 
 W obwodzie wyst�puje stan ustalony. Wyznaczy� napi�cie ( )u t . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie 
 Nale�y zastosowa� zasad� superpozycji (pulsacje pobudze� s� ró�ne).  
 
 
 
 
 
 
 
 
Wyznaczamy przyczynek napi�cia 'U pochodz�cy od pobudzenia E : 

-j0,9828rad2
1

2 1

5 15
' j 0,6933e , 1r/s

j 13 26
R

U E
R L

ω
ω

= = − ≅ =
+

. 

Wyznaczamy przyczynek napi�cia 'U pochodz�cy od pobudzenia ZI : 

( ) j1,976rad2 2
2

2 2

j 5
'' 3 7 j 1,313 , 2 r/s

j 29Z

LR
U I e

R L
ω ω

ω
= = − + ≅ =

+
. 

Ostatecznie ( ) 0,98058sin( 0,98279) 1,857sin(2 1,976) Vu t t t= − + + . 
 

Dane: 

1 2

( ) sin( 4) V,
( ) cos(2 4) A,

2�, 5�,

1F, 1H.

Z

e t t

i t t

R R

C L

π
π

= −
= −

= =
= =

 

iZ(t) 

e(t) 
R2 

R1 L 

C u(t) 

E 
R2 

L 

U’ 

IZ 

R2 

L 

C U’’ 



Zakład Teorii Obwodów, Politechnika Wrocławska wersja Beta  

 29 

Zad. 1.47 
 W obwodzie wyst�puje stan ustalony. Wyznaczy� napi�cie ( )u t . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zad. 1.48 
 W obwodzie wyst�puje stan ustalony. Wyznaczy� napi�cie ( )u t . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wynik 
  ( ) ( )( ) 1,682sin 2 1,08 rad 1,658sin 0,7854 rad Vu t t t= − + + . 
 
Zad. 1.49 
 W obwodzie wyst�puje stan ustalony. Wyznaczy� napi�cie ( )u t stosuj�c zasad� 
superpozycji. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

R L 

C1 

C2 

e(t) 

uC(t) 

u(t) 

γ⋅uC(t) 

iZ(t
)

Dane: 

( )
( )

1 2

( ) 2 sin V,

( ) cos 2 4 A,

1F, 1�,

1H, 1A/V.

Z

e t t

i t t

C C R

L

π
π

γ

= −

= −
= = =

= =

 

e1(t) e2(t) e3(t) 

R1 
R2 L1 

L2 
C 

u(t) 
Dane: 

1 2

3 1 1 2

1 2

( ) 1V const, ( ) 2 sin( ) V,

( ) 2 sin(2 ) V, 1F, 1�,

1H.

e t e t t

e t t C R R

L L

= = =

= = = =
= =

 

Wynik: 
( )( ) 0,5 2 sin( ) 5 2sin 2 1,8925r Vu t t t= + + +  

e(t) iZ(t) 

L1 L2 

R1 R2 

u(t) 

Dane: 

1 2 1 2

2
( ) sin(2 ) V, ( ) sin 2 A,

3 4
1

2�, 1�, 1H, H.
2

Ze t t i t t

R R L L

π� �= = −� �
� �

= = = =
 

Wynik: 
( )( ) 2 sin 2 V.u t t=  
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Zad. 1.50 
 Wyznaczy� schemat równowa�ny dwójnika AA’ (rys. 1.50a) wynikaj�cy,  
z tw. Thevenina. ( ) 1 2( ) 2 cos 2 , 5, 10, 10, 5, 1/ 20.e t t R R L Cρ= = = = = =  

 
   Rys. 1.50a 
Rozwi�zanie: 

 
   Rys. 1.50b 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )i tρ  

( )i t

R1 

R2 

L C 

( )e t  

A 

A’ 

R1 

R2 

L C 

E j=  

A 

I

Iρ  

A’ 

2RU  

pI  

 
Wynik: 

 
1 8
5 5
5 5

g

g

E j

Z j

= +

= −
 

Wyznaczenie napi�cia biegu luzem Eg 
 
Napi�cie 

2' .g AA RE U E U= = +  W obwodzie 
(rys. 1.50b) s� dwa niezale�ne oczka.  

Zatem pr�d 
1

2

, ,
1p

E I
I I

R j L R
j C

ρ
ω

ω

= =
+ +

 

a  
( )( )

2

2 1

1 8
.

1 5 5g

j C R E
E E j

j CR R j L
ω ρ

ω ω
= + = +

+ +
 

Wyznaczenie zast�pczej impedancji generatora Zg 
  
Wył�czaj�c autonomiczne �ródło napi�ciowe (w miejsce E wstawiamy zwarcie, rys 1.50b), 
przez gał�� R1,  L nie mo�e płyn�� pr�d. Zatem I = 0 oraz ρI = 0 tak, wi�c �ródło sterowane 
jest równie� wył�czone. Z powy�szych spostrze�e� wynika, �e 

 

R1 

R2 

L C 

 A 

0I =  

A’ 
wej gZ Z=  

Rys. 1.50c 

2
2

2
2

1

5 5 .
1 1g wej

R
Rj CZ Z j
j R CR

j C

ω
ω

ω

= = = = −
++
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Zad. 1. 51 
 Wyznaczy� schemat równowa�ny dwójnika AA’ (rys. 1.51a) wynikaj�cy,  
z tw. Nortona. Dane: ( )0

1 2( ) 10cos 2 45 , 2, 2, 1/ 2, 1/ 4, , 2.Zi t t R C C Lρ= + = = = = =  

 

  
 Rys. 1.51a 
Rozwi�zanie: 
Wyznaczenie pr�du zwarcia IAA’ 
 
Pr�d ' 1 2AA gI I I I= = +  (rys. 1.51b). Na gał�zi RL wyst�puje napi�cie U Iρ= − , czyli pr�d 

U I
I

R j L R j L
ρ

ω ω
−= =

+ +
. Równo�� ta jest mo�liwa tylko dla 0I = . Zatem �ródło sterowane 

jest wył�czone (stanowi zwarcie). Pr�d �ródła autonomicznego IZ płynie dwoma drogami, 
cz��� przez kondensator C1  i  cz��� przez C2 (tzn. I2). Przez kondensator C1 płynie pr�d I1, 
gdy� pr�d I = 0. Zatem ' 1 2 5 5AA gI I I I j= = + = + . 

 
 Rys. 1.51b 

Iρ  

I  

R 

C2 

L 

C1 
A 

A’ 

IAA’ 

I2 

I1 

5 5ZI j= +  
U 

( )i tρ  

( )i t

R 

C2 

L 

C1 

( )Zi t  

A 

A’ 

Wynik: 
5 5,

1 1
8 8

g

g

I j

Y j

= +

= −
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Wyznaczenie zast�pczej impedancji generatora Zg 
 

 
 
 
 
 
 
 
Zad. 1.52 
Obliczy� pr�d i(t). Zastosowa� twierdzenie Thevenina. 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie.  
 Zgodnie z twierdzeniem Thevenina mo�na skonstruowa� obwód zast�pczy pokazany 
na rysunku. 
 
 
 
 
 
 
 
 Impedancja Zw to impedancja przy rozwartych zaciskach kondensatora i wył�czonych 
�ródłach 

2 3
1

2 3

1
j 587,5 j200.

jw

R R
Z R L

C R R
ω

ω
= + + + = +

+
 

Tak wi�c 
3(17,9803 j22,7651)10 .z

w

E
I

Z
−= = +  

Pr�d jest zatem równy 
3( ) 41,0310 sin(100 0,9023) A.i t t−= +  

 

R 

C2 

L 

C1 

A 

A’ 

I
weU  

Iρ  

weI  

Podł�czamy do zacisków AA’ �ródło 
pr�dowe o wydajno�ci weI  (rys. 1.51b), 

 stosunek we

we

U
I

okre�la impedancj� 

wej�ciow� weZ dwójnika AA’.  
Pr�d weI I= , zatem napi�cie  

 
( )

( ).
we

we

U I I R j L

I R j L

ρ ω
ρ ω

= + + =

+ +
 

Tak wi�c we
we

we

U
Z R j L

I
ρ ω= = + + , a 

 

1 1

1 1 1
4 4 8 8

we
we

Y
Z R j L

j
j

ρ ω
= = =

+ +

= −
+

 

Rys. 1.51b 

1 2

3

( ) 20sin(100 ) V,
( ) 0,04sin(100 ) A,

400 , 300 ,

500 , 6 H, 25	F.

Z

e t t

i t t

R R

R L C

=
=

= Ω = Ω
= Ω = =

SEM Ez mo�na obliczy� przy rozwartych zaciskach konden-
satora 

2
1

2 3

( j ) 6,0104 j16,9706.z z

R
E I R L E

R R
ω= + − = +

+
 

R1 R2 

R3 

iZ(t) e(t) 

L C 

i(t) 

ZW 
I EW 
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Zad. 1.53 
Obliczy� moce wydzielone w obci��eniu o impedancji Z0. Jakie warto�ci winny mie� 

elementy R0 i C0 aby w obci��eniu wydzieliła si� maksymalna moc czynna. Obliczy� warto�� 
tej mocy. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie. 
 Na zaciskach a,b obci��enia zastosujemy twierdzenie Thevenina. Obwód zast�pczy 
pokazano na rysunku. 
 
 
 
 
 
 
 
 Impedancj� Zw obliczymy w obwodzie pokazanym na rysunku poni�ej. 
 
 
 
 
 
 
 
 
St�d 

j
460 j80,

j
d

w
d

E L
Z R

I R L
ρ ω

ω
+= = = +
+

  
0

0
0

0
0

1
j

160 j80.
1

j

R
C

Z
R

C

ω

ω

= = −
+

 

 
Pr�d i napi�cie na obci��eniu 

0 0 00
0

0,1439 j0,02581, 25,8065 j7,7419.z

w

E
I U I Z

Z Z
= = + = = −

+
 

Zespolona moc pozorna 
*
00 3,6296 j1,8148.S U I= = −  

Moc czynna i bierna, wydzielone w obci��eniu 
3,6296 W, 1,8148VAr.P Q= = −  

 Aby w obci��eniu wydzieliła si� maksymalna moc czynna, impedancja obci��enia 
winna mie� warto�� 

*
01 460 j80.wZ Z= = −  

Admitancja takiego obci��enia winna by� równa 

, ,
j j

j
.

j

d d

d
d

d
d

E I E
I I

L L

E
E

EL
I

R L

ρ
ω ρ ω

ρ
ρ ω

ρ ω

−= =
+

−
+= +

+

E 

ρI 

I 

R 

R0 C0 

a 

b 

 0

0

3

100 V, 500 , 200 ,

300 , 1H, 2,5	F,

10 rad/s.

E R R

L Cρ
ω

= = Ω = Ω
= Ω = =

=

 

 

EZ 

Z0 

ZW 

I0 

U0 

 j
92 j16.

j jz
L E

E E
R L R L

ω ρ
ω ω

= + = +
+ +

 
 

ρI 
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R 
L 
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b 

Ed 
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01
01

1
0,0021101 j0,000367,Y

Z
= = +  

sk�d 

01 01
01

1 Im{ }
473,9 , 0,367	F.

Re{ }
Y

R C
Y ω

= = Ω = =  

Maksymalna moc czynna w warunkach dopasowania energetycznego 
2

max

| |
4,7391W.

4 Re{ }
z

w

E
P

Z
= =  

  
 
Zad. 1.54 

Na rysunku pokazano schemat zast�pczy pewnego rzeczywistego �ródła pr�dowego. 
Jak� moc� czynna dysponuje takie �ródło? 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
Rozwi�zanie. 
 Znajdziemy obwód zast�pczy wynikaj�cy z twierdzenia Nortona. 
 
 
 
 
 
sk�d 

9, 4629 j42,061.V = −  

2

3

1
0,05678 j0, 2523.zw

R
I V

R

ρ+
= = −  

Po rozwarciu �ródła pr�dowego mo�na obliczy� impedancj� w kierunku strzałki na rysunku 
2

1
2

1

1169,16 j551,45.
1

j

w

R
Z

R
R L

ρ

ω

+= = +
+

+

 

Impedancja wewn�trzna 

1 3

1 3

1
( )

j
1670,32 j549,89.

1
j

w

w

w

Z R
C

Z
Z R

C

ω

ω

+
= = +

+ +
 

Po zwarciu zacisków wyj�ciowych, dla symbolicznej warto�ci 
napi�cia v(t) mo�na zapisa�  

1

2 1 3 1 2 3

1 1 1 1
( ) ,

j jz

R V
V I

R R L R R L R R
ρ

ω ω
+ + = −

+ +
 

R2 R1 

R3 

iZ(t) 

ρi(t) i(t) 

C 

L 

v(t) 

 
1

2

3

( ) 5sin(314 ), 100 ,

3,185H, =2 nF, 500 ,

500 , 1k .

zi t t R

L C R

R ρ

= = Ω
= = Ω
= Ω = Ω  

IZW ZZ 
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Moc dysponowana �ródła 
2| |

30,97 W.
4 Re( )

zw w
d

w

I Z
P

Z
= =  

Zad. 1.55 
W celu dopasowania rezystora R0 = 100 Ω do �ródła o rezystancji wewn�trznej  

Rw = 200 Ω zastosowano układ LC, pokazany na rysunku. Obliczy� jakie parametry musz� 
mie� kondensator oraz induktor aby w układzie wyst�piło dopasowanie. 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
Rozwi�zanie. 
 Impedancja wej�ciowa układu od strony zacisków obci��enia 

1
j

j .
1

j

w

w

w

R
C

Z L
R

C

ω ω

ω

= +
+

 

W warunkach dopasowania 
0Re{ } ,

Im{ } 0.
w

w

Z R

Z Lω
=
+ =

 

Rozwi�zanie pierwszego równania daje warto�� pojemno�ci kondensatora 

0

1
1 5	F,w

w

R
C

R Rω
= − =  

rozwi�zanie drugiego równania indukcyjno�� induktora 
2

2 0,1H.
1 ( )

w

w

R C
L

R Cω
= =

+
 

 
Zad. 1.56 

Znale�� struktur� i warto�ci elementów dwójnika N, tak aby wydzieliła si� w nim 
maksymalna moc czynna. Obliczy� t� moc.  
 
 
 
 
 
 
 
 

Dane:  
R1 = 1 Ω, R2 = 1 Ω, 

1L H= , 1
2C F= , 

( )( ) 2 10cos 2e t t V=  

E 
RW 

R0 C 

L 

R1 R2 

C 

L A 

B 

N e(t) Wyniki: 

( )

max

4 2 3 3
j , - j ,

3 3 5 10

20
+ j10 V, I 7 4j A,

3
325

P .
12

g g

g g

Z Y

E

W

� � � �= + Ω = Ω� � � �
� � � �

� �= = +� �
� �

=

 



Zakład Teorii Obwodów, Politechnika Wrocławska wersja Beta  

 36 

Zad. 1.57 
Znale�� struktur� i warto�ci elementów dwójnika N, tak aby wydzieliła si� w nim 

maksymalna moc czynna. Obliczy� t� moc. 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
Zad. 1.58 
 Dobra� tak R0 i C0 by w tym dwójniku wydzieliła si� maksymalna moc czynna. 
Wyznaczy� t� moc. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Wynik: 0 0 max

5 3 15
, ,

6 10 4
R C F P W= Ω = = . 

 
Zad. 1.59 
Obliczy� elementy (R0 i C0 lub R0 i L0), dwójnika N, które zapewni� dopasowanie tego 
dwójnika na maksymaln� moc czynn�. Obliczy� t� moc. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Wynik: ( ) max

25
5jA, Y 3 2j ,

12g gI S P= − = − = . Dwójnik N to np. równoległe 

poł�czenie rezystora 0

1
3

R = Ω  oraz kondensatora 0 4C F= . 

Dane:  
R1 = 1 Ω, R2 = 1 Ω, 

1L H= , 1
2C F= , 

( )( ) 2 5cos 2e t t V=  R1 R2 

C 

L A 

B 

N e(t) 

Dane: 

( )4

1 2

1 1
4 2

( ) 3 2 sin 2 V,

1�,

F, H.

e t t

R R

C L

π= −
= =
= =

 e(t) 

R2 R1 

L 

C0 R0 C 

A 

B 

e(t) 

R2 R1 

L 

N 

C 

A 

B 

u(t) 

γu(t) 1 2

1 4
( ) 2sin , ,

2 4 5
1 1

, 1, , 2.
2 2

e t t L

R R C

π

γ

� �= − =� �
� �

= = = =
 

Wynik 

( ) max

2 1 25
10j/ 3 , 2 4j , Z j , P .

3 3 6g g gE V I A W� �= = + = + Ω =� �
� �
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Zad. 1.60 
Obliczy� elementy (Ro i Co lub Ro i Lo), dwójnika N, które zapewni� dopasowanie 

tego dwójnika na maksymaln� moc czynn�. Obliczy� t� moc. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wynik: 

( ) max4jV, Z 3 j , P 4 / 3g gE W= = + Ω = . Dwójnik N składa si� np. z szeregowo poł�czonego 

rezystora 0 3R = Ω i kondensatora 0

1
2

C F= . 
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