PWR ITA
Zaktad Teorii Obwodoéw

Calka Fouriera Opracowat
Dr Czestaw Michalik

Zad. 1. Znana jest funkcja widmowa uktadu H(jw) = !

1-0° +2jo
Wyznaczy¢ amplitudowa i fazowa oraz rzeczywista i urojong charakterystykg¢ widmowa.
1
1 dla < >
Zad. 2. Impuls prostokatny okreslony jest nastepujaco: I1(¢) = B

Wyznaczy¢ widmo amplitudowe tego impulsu.
Zad. 3 Impuls trojkatny okreslony jest nastepujaco:

A — I=f| dla <1
D=0 . ] >1

Wyznaczy¢ widmo amplitudowe tego impulsu.
Pokazaé, ze A(t)=T1(¢)*I1(¢), gdzie * oznacza splot funkcji.

8 8
wykorzystujac podstawowe wlasciwosci przeksztatcenia.

: -4 -4 . . .
Zad. 4 Narysowac impulsy I1 [t j , A (t ) 1 wyznaczy¢ ich transformaty Fouriera

Zad. 5 Wyznaczy¢ transformaty Fouriera ponizszych funkc;ji.

a) EAL . 1
- fragment funkji sin(t) t
I I
fragment f‘unkcji cos(t) t
19 2 ‘ wy
0 f(t) ) f(t)
,,,,,, 0
/L\ 5 /\ ,,,,,,,, 0
| | t t
: | N N
-10 -8 -6 6 8 10 ¢ -10 -8 -6 6 8 10 ¢

Zad. 6 Wykorzystujac podstawowe wlasciwosci transformaty Fouriera wyznaczy¢ transformaty
funkcji:

a) f@O=10e,  b) f(O)=4e"1(0),(a>0), ¢ f(@O) =te1(t), (a>0),
d) f(¢)=sin(?) [l(t) —1(z— 2n7r)] , n— liczba naturalna .

U, .
Zad. 7 Wyznaczy¢ H(jw)==—=-, nastepnie charakterystyke amplitudowa |H ( ja))| 1 fazowa

= wej

{arg{H(jo)} uktadu narysowanego ponizej. Dane: C=1F,R=1Q, g=-2.
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| |
I
C
o— 1+ —0
R C
UWej R gwyj
7 : L . . o U,(jo)
ad. 8 Dla uktadu przedstawionego ponizej wyznaczy¢ funkcjg transmitancji 7'(jo) = m .
o
—
L
2R 2R
WO —+—0
u, © R U
0 ®

IWO -idealny wzm. operacyjny

Zad. 9 Obliczy¢ widmo amplitudowe sygnatu r(z).

T I
L

R
P
()p(t)=e(t) — |w-uw
C 1

C=\2F, L=1/\2H,R=1Q

Zad. 10 Sygnal p(f) =2e™'1(¢) zostat podany na wejécie idealnego filtru dolnoprzepustowego
(rys. ponizej):

t r(t)
R e -
(i) 1-e /@0 dla  |o|<1,
)=
/ 0 dla  |o|>1.

1, - parametr
Wyznaczy¢ energi¢ sygnatu na wejsciu 1 wyjsciu filtru.
Zad. 10 Dany jest sygnat f(¢) = e_aM. Okresli¢ szeroko$¢ zajmowanego przez ten sygnal pasma, w

ktorym zawarte jest 99% energii sygnatu.

Zad. 11 Czy istnieje uktad o charakterystyce widmowej H(jw) = 2 a>o

o’ +b*’
Odpowiedz uzasadnic.
Rozwiazanie

Ad. 1

Charakterystyka amplitudowa: A(w) = |H ( ja))| =

1
\/(1—w2)2 +(2a))2 I+
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2
Charakterystyka fazowa : arg{H (jo)} = _(% sign()+arctan [ a)2 j] |
o

1-w?
o' +20° +1°
2w
o' +20° +1°

Rzeczywista charakterystyka widmowa : V(o) = Re{H (jw)} =

Urojona charakterystyka widmowa : X (jo)=Im{H (jw)} =

Ad. 2
Metoda rdézniczkowania otrzymujemy nastgpujaca transformatg Fouriera impulsu prostokatnego

[1(¢) <> Sa (%) (rys. ponizej).

N 1) & Fjo)
1
t\
1 1 -
2 2
N\

') < joF(jo)= ejz —e_'/E =

N

< sin(a)j
]E _ ‘]E —
22y
jo 2

. _ e
= F(jo)= P
o(t+3) ‘ 2
1 [
? -4 | >
Widmo amplitudowe |F ( ja))| =|Sa [%) przedstawiono ponize;j.
5
2
10 w20 30

Ad. 3
Transformat¢  Fouriera A(f) mozna
Kolejne operacje przedstawiono na rysunku ponize;j.

wyznaczy¢  stosujac  metod¢  rozniczkowania.
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A@) & Fjo)
1
t
-1 1
| A(t) & joF(jo)=Sa (gj(e’z —e
IT (t + E) \ 1

= F(jo)=Sa® [%j

t

-1 1

—

-1

Widmo amplitudowe |F ( ja))| = Sa’ (%) przedstawiono ponize;.

10 w20 30
Wiadomo, ze F{fl(t) * f2(t)} =F(jo)F,(jo), poniewaz

F{II(:)} = Sa (gj a F{A(t)} = Sa (%)-Sa (gj

z tego wynika,ze A(¢) = T1(¢) *T1(z).
Ad. 4
7\

H(%] <8Sa (% 8) ¢ =8Sa(4m)e

t

~
>

0 4 8
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I\ A(ﬂ] <884 (9 8) ¢ =88a’ (4w)e
8 2
1 ‘
| t
-4 0 4 12
Wykorzystano nast¢pujace wlasciwosci transformaty Fouriera:
f (@) o F(jo),
ft=1t,) <> F(jo)e ™™,
f(at) eiF(jﬂj.
lof \"a
Ad. 5
a)
SO o) J'O) o joF(jo)
057 057
2 1 0 1T 12 3 1 1 2 3
5 057
1 -1
(@)
-1 4
57
o(z-m)
32 A
_6(t+7'c) 0.5
_1 A . .
() & -0’ F(jo)=-F(jo)+e ' —e’ =
) e /" —e/"  2sin(wn
= F(jo)= = 2( )
l-w (a) —1)
b)
< F(
[ere @) joF (o)
0.5
A5 a1 a5 05 t+ 1 15
057
45 1 gs © e + 1 14 1]
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S(t+%) —-0(t+%)

45 1 05 st 1

iy

['() -0’ F(jo)=-F(jo)+e'" +e " =
¢t e’ 2cos(%)
l-w*  1-a?

=>F(jo)=

f@=5 H ﬂ]+H QJ+A(HSJ+A(FSJ YRS
4 4 2 2
5[4&{4% ¢ e ) 280 (2?)(@8“+e'j8”)j:20005(8&))(2Sa(2a))+Sa2(a)))
1+8 t-8 t+8 t-8
R R B
910(4&;[4%) 8+ %)-28a (2?)(@78”+ejg“’)]=40COS(80))(2Sa(2a))_Sa2(a)))
a)
[()=10e7" =10(e1(=1) +€™1(1)) > 10 rr
21—;‘;’ 21+j“2’

1 1 40
=10 + = >
2-jo 2+ jo) 4+ow
Wykorzystano nast¢pujace wlasciwosci transformaty Fouriera (jesli f(z) <> F(jw)):
1
a+jo

@

F{f(-)) = F(-w), F{ f(at)}:ﬁF[ j;j, Fle 1) -

b) f(t) = Ae “1(t) <>

a+jo’

d d 1 1
©) f(O)=te 1) j—F(jo)=j— = —,
dw do a+ jo (a+]a))

. ) d
wykorzystano wlasciwos¢ transformaty Fouriera: F{tf (1)} = j —F (jo).
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d
) f(6)=sin(@)[1(6) - 1(¢t - 2n7)] =
£(6) = cos(t) [1(8) = 1(¢ = 2n7) | +sin(6) [ (1) = 5(¢ - 2n7)] = cos(t)[1() ~ 1(¢ — 2n7)] =,
1"(t) = =sin(t)[1() = 1(t = 2n7) |+ cos(t) [6(t) — 5 (t = 2n7) | = — f (1) + 6 (1) — 5 (¢ — 2n7r)
poniewaz
f(t) o F(jo)= f"(t) > -0’ F(jo)=-F(o)+1-e /" =

=g /ot e (e-’ o el ) jons SID (a)nﬁ) - j[wn;r—%] sin (a)nir)
l-o l-w l-w l-w

Widmo amplitudowe tego sygnatu np. dla n = 5 przedstawiono ponizej:

16
14
12
10

sin(5awr)

|F(jo)|=2

Ad. 7
Aby wyznaczy¢ H(jw) badanego uktadu zastosujemy metode napie¢ weztowych.

R c G

uwyj=ﬂ\/ B

o +—O
D

Roéwnania wynikajace z metody napi¢¢ weztowych sa nastepujace:

1 1
1) (E+2SCJVA—EUW@.—SCVB—SCU =0,

wyj
1
2) _SCVA+(E+SCJVB:O’

3 U, =pV

. . , , Uwvj ﬁCRS _2S
Rozwiazujac ten uktad rbwnan otrzymamy: ——=—— > =— .
C°R (l—ﬁ)s +3CRs+1 35" +3s+1

wej

— —2j® — A(a))ejr/)(w) ,

H(jo)=H(s)|_, = 1-30° +3j0

2|
gdzie A(w)= | | (charakterystyka amplitudowa),

V90 +30° +1
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T3 w4

p(w) = %sign (a) (3a)2 - 1)) + arctan(%jzw_ lj

(wykorzystano zalezno$¢ arg{a + jb} = %sign(b) —arctan [%) )

Ad. 8

Zastosujmy metodg ‘hop-hop’. Metoda ta polega na tym, ze uktadamy tylko réwnania
wynikajace z I 1 II prawa Kirchhoffa oraz prawa Ohma, zaktadajac, ze IWO ma nastgpujace
wilasciwosci:
1. U"-U =0 (réznica napi¢¢ na wejsciu + i — jest rOwna zero; zwiera¢ tych weztéw jednak nie
wolno),
2. prady wptywajace do wejscia + 1— sa rOwne zeru.

I
L
2R 1) 2R
IWO —e——0
+
c I
5

@)

. L O
IWO -idealny wzm. operacyjny

Mozna ulozyé, zatem nastgpujace rownania (liczba rownan musi by¢ réwna liczbie niewiadomych
— U, jest znana wielkoS$cia):

1
1. U](s):(R+EJ12,

2. U,(s)=-I2R+LR

)
sC
U 1-sRC
Rozwiazujac ten uktad otrzymuje sie: —2 = H(s) =— .
azuja ymuje sig U (s) 1+ sRC

Charakterystyka amplitudowa:

2

l+o
Alw)=|H(s)| . |= =1 - uktad wszechprzepustowy.
‘ U 1+ 0?
Charakterystyka fazowa:
(w)=- Zsi n(w) + arctan %
v 2" 2CRo )}
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Ad. 9
T 1T
R I B
1 e(t):H(t—%)(—)E(ja)):Sa(%jefz
()E(j ) — |U(o) |
C ‘E(ja))‘ =|Sa (%j

C=\2F L=1\2H R=1Q

Transmitancja uktadu wynosi

1 1
UGo)____joC _ __ joN2  _1=0’-jho_ 1 .,
E(jo) R+ ‘a)L+L 1+ jo—++ ! I+o° o' +1
: / joC 190 ja)x/E
. (o)
o(w) =—| —sign(w)+arctan| ——— | |.
2 @
Charakterystyka amplitudowa : A(w) = 1
o' +1

Widmo amplitudowe sygnatu u(f) opisane jest nastepujaca zaleznoscia:

R

U(w)=——
o +1

Ad. 10
Energia sygnalu na wej$ciu filtru:

1. Z definicji : EWJ.:[‘ F2(t)dt =4 f e-”dzz{ize-”} =2 .
o 0
2. Z tw. Parsevala :
. 2
f(f)<—>1D(Ja)):m:>
1 2 1 4
3. =>F =—1| |P(jo)| do=— do =
"2z E°| (o) 27 =1+ o’
4 w  2(mT 7
=—/| arctan (@ =—| =—+—|=2.
27r[ ():”—w 7[(2 2)
Energia sygnatu na wyjsciu filtru :
1. Z tw. Parsevala:
1 N 1 ¢ 4
E,, :EEO|R(]a))| da)zg Ll+a)2 do =
4 1 27 &
=—/| arctan(w =—| —+—|=1.
27r[ ()]‘-1 7r£4 4)
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Ad. 11

: 1
Energia sygnatu: E = f fA(@)dt=2 f e dt =—.

» a
Aby okresli¢ szeroko$¢ zajmowanego przez ten sygnat pasma nalezy skorzysta¢ z tw. Parsevala,
. . : 2
najpierw wyznaczajac transformat¢ Fouriera sygnatu f{(¢) (patrz zad. a) f(t) & F ( ja)) =— a ~.
o +a

Zatem nalezy rozwiazac nastgpujace rownanie catkowe:

2
B9 1 p dd
100 100a 27 +o (a)2+a2)
X
i . arctan(j
Wykorzystujac  zalezno$¢: ydx=—7——+ 3 a , roéwnanie catkowe
(x2+a2) 2a (x +a ) 2a

przeksztatca si¢ do roOwnania:

()
200(w; +a* )arctan {—gj ~997w; +200aw, —997a’ =0
a

0]
. . , . 2. .. . . , .
Dzielac obydwie strony rownania przez a” i podstawiajac x =—% otrzymuje si¢ rOwnanie:
a

200(x* +1)arctan (x) - 997x +200x - 997 = 0.

Aby otrzymac¢ rozwiazanie tego rownania nalezy skorzysta¢ z jednej z metod numerycznych, np.

@
metody Newtona, otrzymamy x = —% ~3.372250562 . Czyli o, ~3.37a.
a

Ad. 11
Skorzystajmy z podstawowego warunku realizowalno$ci
cos(wt)

H _Lw a jot _ﬁw
F{H(jo)} = > _i—wz o= Oj

Z powyzszej zalezno$ci wida¢, ze h(t)#0 dla ¢ < 0 (czyli uklad odpowiada wczesniej niz

_ @ -l : :
do=—=e catka wzieta z tablic).
0+ b T ¢ )

przytozone pobudzenie J(¢)), zatem podstawowy warunek realizowalnos$ci nie jest spelniony. Nie
istnieje taki uktad SLS, ktérego charakterystyka widmowa moglaby by¢ opisana zalezno$cia
H(jw). Przepisujac H(jw)w innej postaci i podstawiajac jo = s otrzymujemy

4

(b + s) (b - s) '

Ta posta¢ wyjasnia, ze H(jw)nie moze by¢ charakterystyka widmowa uktadu realizowanego, gdyz

H(s)=

jest to uktad niestabilny w sensie BIBO (jeden z biegunow H(s) lezy w prawej poéiptaszczyznie).

DODATEK
(poruszane problemy wykraczaja poza zakres materialu)

Stabilnos$¢ ukladéw SLS. Stabilno$é w sensie BIBO

Stabilno$¢ uktadow stanowi wazny problem teoretyczny i1 praktyczny. Dotyczy on zaréwno
uktadéw do przetwarzania i transmisji sygnatow, jak i uktadow stuzacych do ich generacji. Uktady
nalezace do pierwszej grupy powinny by¢ stabilne, m.in. po to, by nie wnosi¢ wtasnych sktadowych
do sygnatéw uzytecznych, uktady drugiej grupy — powinny generowaé sygnaty o zatozonych
parametrach. Niezamierzona niestabilno$¢ moze by¢ przyczyna awarii lub zniszczenia uktadu.

10



PWR ITA
Zaktad Teorii Obwodoéw

Dany uktad, zaleznie od wyboru zmiennych do opisu, moze by¢ uznany za stabilny, albo za
niestabilny. Na przyktad, jesli za reakcje samochodu wybierzemy jego predkos¢, bedzie on stabilny,
natomiast, jesli bedzie nia pokonana droga, bedzie on niestabilny (droga rosnie z czasem jak jedzie
samochod). Oczywiscie, przy zatozeniu, ze samochdd jest niezniszczalny.

Rozwazmy obecnie inny rodzaj stabilno$ci, a mianowicie stabilno$¢ wzglgdem pobudzenia.
Potraktujemy obwod SLS jako uktad transmisyjny o WP rownych zero, z jednym wejsciem 1
jednym wyjsciem (rys. 1).

Uklad

WP=0

Rys. 1 Uktad SLS z jednym wejs$ciem i jednym wyjs$ciem.

Zatozmy, ze reakcja impulsowa uktadu /() 1 pobudzenie p(¢) sa funkcjami przyczynowymi,
tzn., ze h(t) = 01 p(¢) = 0 dla ¢ <0.

Definicja stabilnosci BIBO

Uktad SLS nazywamy stabilnym w sensie BIBO, jezeli dla kazdego ograniczonego i
przyczynowego pobudzenia p(z), tj. takiego, ze

| p(t)

<C, <o, 120
reakcja uktadu jest ograniczona, tzn.
| r(t) |<C, <o, 120.

Na podstawie tej definicji trudno zbadaé, czy dany uklad jest, czy tez nie stabilny. Nastgpujace
twierdzenie rozstrzyga to zagadnienie na podstawie reakcji impulsowej uktadu.

Twierdzenie 1

Uktad SLS jest stabilny w sensie BIBO wtedy i tylko wtedy, gdy jego charakterystyka
impulsowa h(t) ma postac: a(¢) = a, 6(¢) + h,(?), a, — dowolna liczba rzeczywista i jest spelniony
warunek:

Co E| ao

+ wﬂ h () | di <.
0—

Dla uktadéw SLS funkcja H(s) jest wymierna, czyli o postaci
H(s) =)

M(s)

gdzie L(s) 1 M(s) — wielomiany zmiennej s (M(s) — wielomian charakterystyczny uktadu), to mozna

sformutowac nastepujace twierdzenie.

(*)

Twierdzenie 2

Jezeli L(s) 1 M(s) nie maja wspolnych czynnikow, to powyzsze sformutowanie mozna zastapic¢
rOwnowaznym:
dla uktadu SLS stabilnego w sensie BIBO:
(1) st L(s) < st M(s),
(2) M(s) #0dlaRe s >0.
Wszystkie podane wyzej warunki sa zarowno konieczne jak 1 wystarczajace dla BIBO
stabilno$ci uktadéw SLS.

Definicja

Wielomian M(s), ktoéry nie ma pierwiastkéw dla Re s > 0 nazywamy wielomianem
Hurwitza.

11
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Jezeli wigc zadana jest funkcja uktadu SLS o postaci (*), to zbadanie tego, czy funkcja ta
opisuje uktad BIBO stabilny, mozna sprowadzi¢ do sprawdzenia warunkow (1) 1 (2), przy
zatozeniu, ze nie posiadaja wspolnych czynnikow dla Re s> 0.

Sprawdzenie warunku (1) jest trywialne. Podamy wigc sposéb na sprawdzenie warunku (2),
bez potrzeby wyznaczania potozenia pierwiastkéw wielomianu M(s).

Warunkiem koniecznym na to, by wielomian M(s)e WH jest to wszystkie wspotczynniki
wielomianu byly rézne od zera i1 tego samego znaku. Jest to takze warunek dostateczny dla
wielomianow stopnia n < 2.

Spetnienie warunku dostatecznego jest testowane za pomoca opisanych nizej kryteriow
algebraicznych.

Kryterium 1
Wyznaczamy czg$¢ parzysta i nieparzysta wielomianu charakterystycznego M(s):

P(s)=[ M(s) + M(- 5)]/2 — czgs$¢ parzysta M(s),
N(s) = [ M(s) - M(- 5)]/2 — czg$¢ nieparzysta.M(s)
przy tym, oczywiscie M(s) = P(s) + N(s).
Zdefiniuyyjmy funkcje: F(s) = P(s)/N(s), gdy st [P(s)] > st [N(s)], natomiast,
gdy st [P(s)] < st [N(s)] to F(s) = N(s)/P(s) 1 zapiszmy F(s) w postaci utamka tancuchowego o
postaci:

F(s)=qs+ !

q,S +
®+

1
o+ —

q,5
M(s) jest wielomianem Hurwitza (M(s) € WH) wtedy, 1 tylko wtedy, gdv: g; >0 dlai=1, 2, ...,
n, gdzie n = st [M(s)].

Kryterium 2 — kryterium (algebraiczne) Routha Hurwitza

Tworzymy tablice wspotczynnikéw wielomianu: M(s) = a,s” + ans" 4+ .. .a;s +ago ntl wierszach,
jak to pokazano ponize;j.

Tablica Routha-Hurwitza

( 1 ) an ap-2 dn-4
) a1 s s
3) bot bos Bu.s
(4) Cn-1 Cn-3 Cn-5
)

(n+1)

Wiersze od 3. do n+1 tworzymy wg podanego nizej schematu:
e wiersz (3) tworzymy na postawie wierszy (1) i (2), korzystajac przy tym ze wzoroéw:

_ 1 an an—Z _ 1 an an—4 eoe
n-1 — s> Un-3 T s
an—Z an—l an—3 an—l an—l an—5
e wiersz (4) tworzymy na postawie wierszy (2) i (3):
c _ 1 an—l an—3 c _ 1 an—l an—S eoe
n-1 "7 s bpz T T T >
bn—l bn—l bn—3 bn—l bn—l bn—S

pozostate wiersze tablicy Routha — Hurwitza (az do n+1) wypisuje si¢ wg tych samych regut.
Sprowadzaja si¢ one do realizacji nastgpujacej procedury:

12
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1. wpisujemy wspotczynniki wielomianu M(s) w dwoch pierwszych wierszach, w kolejnosci
malejacych poteg s, na przemian — wiersz gorny, wiersz dolny, przesuwajac si¢ ruchem
zygzakowym z lewa na prawo,

2. wspdlczynniki pozostalych wierszy obliczamy wg powyzszych wzorow, przy tym zawsze w
pierwszej kolumnie wyznacznika stoja dwa elementy pierwszej kolumny i dwdch wierszy
lezacych bezposrednio powyzej obliczanego, a w drugiej - dwa elementy tych wierszy 1
kolumny przesunigtej o jedna pozycje na prawo.

3. jesli w pierwszej kolumnie wystapi element mniejszy lub réwny zero (koniec testu!), lub nie ma
n+1 elementéw wigkszych od zera (a, > 0) - M(s)g WH.

4. element kolumn 2, 3 1 dalszych, rowny zero, nie jest wpisywany, z tego tez powodu brak
elementu jest rownowazny elementowi rownemu zero na danej pozycji.

Kryterium Routha-Hurwitza

M(s) jest wielomianem Hurwitza wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie elementy pierwszej
kolumny sa dodatnie (ujemne) i ich liczba jest rowna liczbie wspdtczynnikow wielomianu M(s), tj.
n+1:

a,>0, a,.1>0, b1 >0, co1 >0, ...
Przyklad 1
Niech M(s)= s’ + 8 s* +6s° +32 s> +8 s +24, wowczas: P(s) =8 s* +32s* +24, N(s)=s"+ 6§’
+ 8's, F(s)=N(s)/P(s).
Wykonujemy dzielenie: (s° + 6 s> + 8 s) przez (8 s* + 32 s> + 24) otrzymujemy: 1/8*s oraz
reszte (2 s° +5 s). Nastepnie dzielimy (8 s* + 32 s> + 24) przez reszte (2 s° +5 s) i otrzymujemy 4 s i
reszte 12 s*+24. Procedure ta powtarzamy lacznie 5 razy i otrzymujemy:

1 1
F(s)=gs+ 1

1

4s +
6 12s+%

— S
24
Dla wielomianu M(s) 5. stopnia otrzymalis$my rozktad na utamek tancuchowy z pigcioma
wspotczynnikami qx > 0, k=1, 2,....5, stad wniosek: M(s) € WH.
Zastosujmy kryterium Routha — Hurwitza dla badanego wielomianu M(s). Otrzymujemy

ponizsza tablicg.
1 6 8
8 32 24
2 5
12 24
1
24

Wspotczynniki pierwszej kolumny tej tablicy sa dodatnie 1 jest ich n+1 = 6. Wniosek jest
identyczny jak poprzednio: M(s)e WH.
Przeksztalcenie calkowe Fouriera (PCF)— wlasciwosci i zastosowanie

Para przeksztatcen catkowych o postaci:

£(0) :iimm ¢ do 2

13
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F(jo)= [ /() e dr 3)

nazywana jest para transformat Fouriera, gdzie F(jo)dw/(27) - zespolona amplituda prazka o
pulsacji . Wzory (3) i (2) nosza réwniez, odpowiednio, nazwe prostego i odwrotnego

przeksztatcenia catkowego Fouriera, co zapisujemy symbolicznie:
foF(jo), Flo)= F{fH)} oraz f(t)=F"'{F(jo)}.
Jezeli:

f(t) jest ograniczona w kazdym ograniczonym podprzedziale (#, #,), oraz podprzedziat ten
mozna podzieli¢ na skonczona liczb¢ podprzedzialdéw, w ktorych funkcja ta zmienia si¢
monotonicznie,
f(t) jest ciagta w kazdym podprzedziale (¢, t,),, z wyjatkiem skonczonej liczby punktéw
nieciaglos$ci typu skokowego,
f(t) jest bezwzglednie catkowalna w przedziale ( - o, ),

wowczas rownosc:

f(t)=i | ( | f(r)ej”’dz'j e'dw )

—00 \_—00

zachodzi prawie wszedzie. Wzor (4) nosi nazwg¢ wzoru catkowego Fouriera.

Jezeli f(t) jest funkcja rzeczywista, wowczas uwzgledniajac posta¢ funkcji
podcatkowej w (3), F(jw) = F*(-jw). Zapisujac F(jo) w postaci wyktadniczej F(jo) = (@),
otrzymujemy: A(w) = A(-®), f(®) = - ¢(-w), gdzie A(w) — charakterystyka amplitudowa —
(funkcja parzysta o), @(w) — charakterystyka fazowa sygnatu f(f) (funkcja nieparzysta o).
F(jo) nosi nazwg funkcji widmowej sygnatu. Wykorzystujac te oznaczenia mozemy wzor (3)
zapisa¢ dla f= w/(21) w postaci:

[@0)= [2400)df cosx fi+p(f)) (5)

Wzér (5) pozwala nada¢ interpretacje fizykalna widmu amplitudowemu 1 fazowemu
sygnatu w dziedzinie czgstotliwosci f. W odrdznieniu od widma sygnatu okresowego widma
sygnatow nieokresowych sa na ogoét funkcjami ciaglymi zmiennej o.

Jezeli sygnaty nie spetniaja warunku bezwzglednej catkowalno$ci, wowczas mozemy
rozszerzy¢ klas¢ funkcji opisywanych w dziedzinie czgstotliwo$ci za pomoca transformat
Fouriera o funkcje zawierajace dystrybucje delta Diraca i1 funkcje skokowe w dziedzinie
zmiennej .

Z postaci prostego i odwrotnego przeksztatcenia Fouriera wynikaja podane nizej
wlasciwos$ci. Pozwalaja one lepiej zrozumie¢ relacje zachodzace pomigdzy dziedzinami czasu i
czestotliwosci. Bedziemy zaktadali, ze odpowiednie transformaty Fouriera istnieja.

Wiasciwosci przeksztalcenia calkowego Fouriera (PCF)

Liniowo$¢
a0 Y aF(jo)
2. Symetria (f{t) <>H(jw))
F(t) o2z f(-0), F)=F(jo)| . fCo)=f0|, ,

3. Rézniczkowanie funkcji czasu

"0 o (jo) F(jo) .
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Roézniczkowanie uwypukla obecnos¢ w widmie sygnalu skladowych wysoko-
czestotliwosciowe kosztem sktadowych wolnozmiennych.
4. Catkowanie funkcji czasu

] rdr oY L 1 E0)8(0)
B Jjo

Catkowanie dyskryminuje sktadowe wysokoczgstotliwosciowe kosztem sktadowych nisko-
czestotliwosciowych.

5. Rozniczkowanie funkcji F(w)

i f 0 o LU

do

6. Przesunigcie funkcji czasu

f(t—1) > F(jo) e’

Przesunigcie przebiegu f(f) w czasie o f, nie zmienia jego widma amplitudowego. Widmo
fazowego jest korygowane przez liniowo zmienna, w funkcji o, sktadowa - art,.

7. Twierdzenie o modulacji w dziedzinie czasu i czgstotliwosci (w, — pulsacja, T — stata
czasowa)

f()e’™ <> F[j(w-,)] (por. whasciwosé 6)

£()cos(@,0) H%[F[j(W+wo)+F[j(w—wo)]

%[f(t+T)+f(t—T)]<—>F(ja))cos(a)T)

Modulacja w dziedzinie czasu/czgstotliwosci powoduje przesunigecie w  dziedzinie
czgstotliwosci/czasu.. Obserwowana symetria wynika z wlasciwosci (2).
8. Splot funkcji f(t) i h(t) catkowalnych z kwadratem

g)= f(1)*h(t) = ff(f —7)g(r)dr & F(jo)H(jo)

W dziedzinie czgstotliwosci operacji splotu dwoch funkcji czasu odpowiada operacja
mnozenia funkcji widmowych obydwu funkc;ji.
9. lloczyn funkcji czasu

1 , . | R .
f@) gt) & —F(jo)*G(jo)=— _[F(JU)G[J(CO —mldn
2r 27 =
10. Zmiana skali czasu i czgstotliwos$ci (twierdzenie o podobienstwie)
1 N0 .
f(at) & mF(];j, = f(-t) > F(-jo)

Kompresja czasowa sygnatu powoduje jego rozciagnigcie w dziedzinie czgstotliwosci 1
odwrotnie, rozciagnigcie w dziedzinie czasu powoduje kompresj¢ widma sygnatu. Tak wigc
sygnaty szybkozmienne charakteryzuja si¢ szerszym widmem niz sygnaly wolnozmienne.

11. Funkcja przyczynowa bezwzglednie catkowalna
fOUD) < F(s)|_,

Reakcja impulsowa uktadu BIBO stabilnego SLS
Wty H(s) |, = H(jo)

Funkcja uktadu jest rowna transformacie Fouriera jego reakcji impulsowe;.
12. Funkcja okresowa (por. twierdzenie o modulacji)

f()= i F.e"" < 2r i F.0(wo-nw,))
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Widmo funkcji okresowej (funkcji o nieograniczonej energii i skonczonej mocy
Sredniej) zawiera impulsy delta Diraca przy pulsacjach nw,, n = 0, £1, £2,... pomnozone przez
2nF,.
13. Funkcja sprobkowana z okresem T=27/®m,:

1= 1) @(r)e% SFU (@-no,)

Widmo funkcji sprobkowanej (funkcji f{f) zmodulowanej przez periodyczny ciag
dp(t)) jest przebiegiem periodycznym utworzonym przez poprzesuwane o wielokrotno$¢ pulsacji
®o = 21/T widmo f{7).

14. Jezeli sygnal f(¢r) jest funkcja parzysta ¢, tj. ff) = f(-t), wowczas F(jw) — funkcja
rzeczywista @.

15. Jezeli sygnal f(¥) jest funkcja nieparzysta t, tj. f(t) = - f(-f), wowczas F(jw) — funkcja
urojona @.

Wazniejsze transformaty Fouriera

1. Delta Diraca: d(t)<>1 (na podstawie witasciwosci probkujacej o(t)). Funkcja widmowa
stata i rzeczywista.
2. Skok jednostkowy: na podstawie wtasciwosci (3):

1(t) = ]é(r)dr (—)j%-i—ﬂﬁ(d))

3. Funkcja stata f(t) = A = const., A<>2nA d(®) (na podstawie symetrii PCF). W widmie
wystepuje tylko sktadowa stata.

4. Funkcja ,znak” — sgn(t) = 2 1(t) - 1e2/(jw). Dominacja sktadowych
niskoczgstotliwosciowych. Widmo fazowe @(w) = - sgn(w) m/2.

5. Funkcja sgn(®) (na podstawie symetrii PCF):

APIN sgn(w)
wt
6. Funkcja 1(w) (na podstawie twierdzenia o symetrii):

1 J

—|ot)+— | (o) .

2{ () 2m} (@)

7. Funkcja probkujaca z okresem T = 27t/ w,:
6,t,T)=06,() > 0,6, (0, ®,)

Widmo jest takze funkcja probkujaca w dziedzinie czgstotliwosci pomnozong przez ,.
8. Przyczynowa funkcja wyktadnicza :e *'1(t)<>1/(at+jo). Widmo amplitudowe i fazowe.

1
Alw) =—F———, p(w)= —arctan(ﬂ).
a+’ a

9. Funkcja bramkowa: fi(t) = 1(t + T) — 1(t — T) <> 2T Sa(»T), ( Sa(x) = sin(x)/x ), oraz na
zasadzie symetrii: (0o/7)Sa(met) <> [1(® + ®,) — 1(® - m,)]

—jo,t

10. cos(a)ot)=%(ef’””’+e Y[ S(@-0,)+6(@+,)]

Gestos¢ widmowa energii sygnalu

Niech f(t) bedzie sygnatem rzeczywistym o skofczonej energii, tj. takim, ze f(t) = f (t) i

W= .[|f(t)|2 dt <o (6)
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Poszukujemy wyrazenia na energi¢ sygnatu f(t) opisanego w dziedzinie czgstotliwosci za
pomoca funkcji F(jo). W tym celu wykorzystamy PCF:

f(t)= ij:[F(ja)) e'dw

F(jo)= [ @) &
1 zapiszemy funkcje podcatkowa w (6_;OW postaci:
Fof =10 f)= f*(t>i [Fjo) ¢"'do.
Stad -
1

w= | f*(t){i [Fjo) ej“”da)} di=—— [FGo) [ [f (e T dijdo =

17 N
Ostatecznie otrzymujemy rownanie Parsevala (zwane twierdzeniem Parsevala) o postaci:
¥ 2 17 2
W = H dt=— ||F(jo) do,
Jlraf di=2 f [F(jo)
ktoére mozna zapisa¢ w postaci rOwnowaznej:
W= [£Qrf) df =2[4(f) df,
-0 0

gdzie A(f) — charakterystyka amplitudowa sygnatu w dziedzinie czgstotliwosci f = @/(2m).
Wyrazenie
dw =A4°(f) df,

okresla energi¢ elementarnej sktadowej sygnatu f{(r), ktérej widmo lezy w przedziale
{f, f+ df}, natomiast

aw
?—A(f),

widmowa gestos¢ energii przy czestotliwosci f. Energia sygnatu nie zalezy natomiast od
charakterystyki fazowej. Zmiana widma fazowego wptywa jednak na ksztatt sygnatu.
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