Rownanie rézniczkowe liniowe

Pod wzgledem matematycznym szukana odpowiedz ukfadu
liniowego o znanych statych parametrach R,, L,, C, w k-tej gatezi
przy danych wymuszeniach, oznaczona przez x, badana w stanie
nieustalonym, spetnia rownanie rézniczkowe liniowe, zwyczajne,
niejednorodne, o wspotczynnikach statych, majgce postacé:

d "x d" x d"2x dx
+a,_, ++a, , +...+a,— +aX =f(t)
dt" dt"’ dt" 2 dt

Wyraz wolny f(t) jest zwigzany z wymuszeniami , ktérymi sg np.
napiecia zrédtowe lub prady zrédiowe.

Zaleznie od tego, czy wolny wyraz wystepuje, czy tez nie,
rozrézniamy dwa przypadki:

o  przypadek ogdlny, w ktérym wyraz wolny znajduje sie
pod dziataniem wymuszenia zewnetrznego, nie
bedacego tozsamosciowo réwnym zeru i uktadowi
temu jest przyporzadkowane petne rownanie.

O  przypadek szczegodtowy, w ktoérym uktad jest w stanie
swobodnym
( nie dziata na niego wymuszenie zewnetrzne ), prawa
strona réwnania jest wowczas réwna zeru i mamy
rownanie rézniczkowe zwyczajne.



W kazdym z tych przypadkdéw przy rozwigzywaniu réwnania
rzedu n wystepuje w rozwigzaniu n statych catkowania, ktore
wyznaczamy z n danych warunkéw poczatkowych lub warunkow
brzegowych.
Rozwigzanie rébwnania rozniczkowego, ktére stanowi odpowiedz
X uktadu w stanie nieustalonym, sktada sie z dwéch cztonow (
zwanych sktadowymi ) :
X, - Sktadowej wymuszonej, ktora stanowi catke szczegolng
rownania rozniczkowego niejednorodnego
X, - sktadowej swobodnej, ktora stanowi catke ogolng rownania
rozniczkowego jednorodnego.
Odpowiedz X uktadu w stanie nieustalonym jest sumg
algebraiczng obu wyzej wymienionych sktadowych.

X=X,+X

Uktad n rbwnan rézniczkowych liniowych

Réwnanie rézniczkowe liniowe rzedu n jest rownowazne uktadowi
n réwnan rozniczkowych liniowych, pierwszego rzedu, o
wspotczynnikach statych, zawierajgcych n zmiennych x, przy
k=1, 2, ...n.

Uktad ten napiszemy w postaci macierzowej:

X4 0 X4
X, 0 X,
di |
| ol
0 0 0 1 0
X, | “8y “4y ~8; ... ~a,4] X, | (1))

czyli krétko: ‘2—’: _AX +F(f)

Wektor X nazywamy wektorem stanu.



Badanie gatezi szeregowej RL.

Odbiornikiem jest gatgz szeregowa R,L przy warunku
poczatkowym zerowym, a wymuszeniem - napiecie state U
doprowadzone do odbiornika w chwili t = O:

W\i R [

Zaktadamy, ze w chwili t = 0 napiecie doprowadzone wzrasta
skokiem od wartosci zerowej do wartosci U (czyli wytgcznik W
zostaje zamkniety momentalnie i w sposéb beziukowy). Bilans
napie¢ w oczku elementarnym daje réwnanie rézniczkowe liniowe
niejednorodne, o wspoétczynnikach statych:

Ri+L9 _y
ot

Po rozdzieleniu zmiennych i oraz t , nastepnie po catkowaniu
rédwnania i po zdelogarytmowaniu, otrzymujemy prad w stanie
nieustalonym, bedacy funkcjg czasu:

U, o
ji=—(1-e Gt
R( )

Wprowadzamy wielkos¢ fizyczng, zwang statg czasu, okreslong
wzorem: t = L /R zalezng tylko od parametrow badanej gatezi:
indukcyjnosci L oraz rezystancji R.



Wstawiajgc stalg czasowg do wzoru na prgd w stanie
nieustalonym otrzymujemy:

.U T
i=—(1-e '
R( )

Warto$¢é chwilowa pragdu nazywamy pragdem nieustalonym, jest
ona sumg algebraiczng dwoch cziondw:

© cztoni,=U/R = I, zwany jest pradem wymuszonym lub
pragdem ustalonym, ktéry ma taki ksztatt jak
wymuszenie U, a wiec jest niezalezny od czasu.

t
© czionj - —He T, zwany prgdem swobodnym lub
pradem przejsciowym, ktory jest funkcjg czasu
malejacg wyktadniczo i dgzy asymptotycznie do zera.

Suma algebraiczna tych sktadowych , prad i =i, + i, jest funkcjg
czasu rosngcg i dgzy asymptotycznie do pradu ustalonego /, gdy
czas dgzy do nieskonczonosci.



Badanie gatezi szeregowej R,C.

Odbiornikiem jest gatgz szeregowa R,C przy warunku
poczatkowym zerowym, a wymuszeniem - napiecie state U
doprowadzone do odbiornika w chwili poczatkowej t = 0.

W \ [ R A
s

W chwili poczatkowej t = 0 napiecie doprowadzone wzrasta
skokiem od wartosci zerowej do wartosci U. Odpowiedzig uktadu
jest napiecie na kondensatorze u. bedgce funkcjg czasu; prad
tadowania kondensatora oznaczamy przez i bez wskaznika.
Wielkosci te sg ze sobg zwigzane zaleznoscig:

du
ji=C—C¢
dt

Bilans napie¢ w oczku elementarnym wyrazamy rownaniem:

Uus+Ri=U

Napiecie wymuszone u.,, stanowigce catke szczegblng rownania
niejednorodnego, ma taki ksztatt jak wymuszenie i wynosi:

Ucyw = U

Napiecie swobodne u., nha kondensatorze, stanowigce catke
0gd6lng réwnania jednorodnego:
-t
_ _{Ja RC



Napiecie nieustalone na kondensatorze wynosi:
t

_ _ RC
Us=Ugy+Usg=U(1-e ™)

a prad fadowania kondensatora

t
izge_ﬁ
R

Stata czasowa jest w rozpatrywanym obwodzie okreslona
wzorem: t=RC

U
Y
R
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Badanie gatezi szeregowej RLC

Przypadek gdy kondensator fadowany jest ze zrédta napiecia
statego, poprzez opornik i cewke.

Mamy dany obwéd, w ktérym odbiornikiem jest gataz szeregowa
o parametrach R,L,C réznych od zera przy warunkach
poczatkowych zerowych, a wymuszeniem - napiecie state U
doprowadzone w chwili poczatkowej t = 0.

Zaktadamy, ze w chwili t = 0 napiecie doprowadzone wzrasta
skokiem od wartosci zerowej do wartosci U, czyli wytacznik W
zostaje zamkniety momentalnie.

— { R L +C_.
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Za odpowiedz obWodu obieramy napiecie u; na kondensatorze,
bedace funkcjg czasu.
Bilans napie¢ w oczku daje réwnanie:

Ri+L Yy U
dt

Z rownania tego eliminujemy prad za pomocga zaleznosci:
du
I = CTtC i dochodzimy do réwnania rézniczkowego

liniowego niejednorodnego, drugiego rzedu, o wspotczynnikach
statych:

dz“c+5duc+ 1u 1

dt?2 L dt LC




Napiecie wymuszone na kondensatorze u.,, stanowigce catke
szczegolng réwnania rézniczkowego niejednorodnego, ma taki
ksztatt jak wymuszenie , jest state i wynosi:

Ucoy~U

Napiecie swobodne na kondensatorze u,g, stanowi catke ogding
réwnania rézniczkowego jednorodnego drugiego rzedu:

d?u,, .R du L

u~.=0
dt2 L dt LC ©

Roéwnaniu temu odpowiada réwnanie charakterystyczne:

s2+Rsi 1 g

L LC

Pierwiastki rownania charakterystycznego wynosza:

R Ry, 1
Si,=——% |(—)-———=-a =
2oL J 2L) LC :

Przy czym:

__R _[(Ryp_ 1
° P J(ZL) LC

Zaleznie od rezystancji rozrézniamy trzy rodzaje rozwigzania



Przypadki rozwigzan zalezne od rezystanciji

Przy R > 2 é wielkos¢ S przedstawia liczbe rzeczywistg oba

pierwiastki sg rzeczywiste i ujemne. Fizycznie odpowiada temu
tadowanie kondensatora ze zrédta napiecia statego poprzez
rezystancje R i indukcyjnos¢ L, majgce charakter aperiodyczny
(nieokresowy).

tadowanie aperiodyczne

Obydwa pierwiastki lezg na ujemnej czesci osi rzeczywiste).
Przy warunkach poczatkowych zerowych zachodzi:

Uy(0) = 0
oraz (0)=C udg\v) g

At

Napiecie wymuszone na kondensat. jest state i wynosi u,,, = U.
Napiecie na kondensatorze w stanie nieustalonym:

U

u.=U+
C
S, +S,

(s,0%"-s5,6%)=U- Ue“t(chBt+%shBt)

Prad ptyngcy w obwodzie:
du
ji—crc__ U (gt g%ty Y g agpgy
dt  L(s,+s,) Bt

Napiecie na cewce:

u, - L% _Ue (chpt - % shpt)

Napiecie na oporniku:

u,=Ue o 2% shpt
B



Przebiegi w funkcji czasu pragdu w obwodzie oraz napiecia na
kondensatorze i napiecia na cewce:

[

{; Up; Uy

Przypadek graniczny
przy R = 2 é wielko$¢ S staje sie zerem, pierwiastki rownania
charakterystycznego sg sobie rowne i tworzg jeden pierwiastek
podwaojny, rzeczywisty i ujemny. Fizycznie odpowiada temu
tadowanie kondensatora ze zrdédta napiecia statego poprzez

rezystancje R i indukcyjnos¢ L, majgce charakter aperiodyczny
krytyczny (nieokresowy krytyczny):

. U
i(t) =—te !
(6) .

uL:L% _Ue (1 -at)

us=Ri=2Uate ™

Us=U-ugp-u, =U-U(1+af)e ™



tadowanie periodyczne
Przy R< 2 é wielko$¢ S przedstawia liczbe urojona.

Obydwa pierwiastki sg zespolone sprzezone. Fizycznie
odpowiada temu tadowanie kondensatora ze zrodta napiecia
statego poprzezrezystancje Riindukcyjnosc¢ L takie, ze przebiegi
napiecia na kondensatorze i prgdu w funkcji czasu sg oscylacyjne
ttumione, w szczegdlnosci sinusoidalne ttumione. Rozwigzania
mozna uzyska¢ na podstawie rozwigzan dla przypadku

aperiodycznego podstawiajac f=jw :

Prad ptyngcy w obwodzie:
i= %e “Asinwt
w
Prad jest zatem funkcjg czasu sinusoidalng ttumiong , dgzaca do
zera przy czasie zmierzajgcym do zera. Napiecia na
poszczegolnych elementach:

u e %sin(wt - @),

" w/LC

Ug=2 %a e %sin(wt),

Us=U-up-u, =U- e “sin(wt + ),

wy/LC

przy wprowadzeniu kata ¢ takiego, ze:

sing=wy/LC, cos@=ayLC, tgp==
a



Przebieg napiecia nieustalonego na kondensatorze i pradu
nieustalonego w funkcji czasu:

wVL.C | e Wt
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U
- s U ot
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We wszystkich trzech przypadkach pierwiastki réwnania
charakterystycznego lezg w lewej potptaszczyznie. W zwigzku z
tym sktadowa swobodna odpowiedzi u.s maleje do zera dla
czasu dgzgcego do nieskonczonosci.



Wiaczenie napiecia sinusoidalnie zmiennego
do gatezi szeregowej R, L

tClose=0 R1
Yy
Sy 100

u@ L1 J 1H

Bilans napie¢ w oczku:
Ri+L% _|U, |sin(wt +y)

=1, + g
Prad wymuszony jest catkg szczegblng rébwnania rézniczkowego:
A [ . o wL
i = sin(wt+y -@), gdzie: (p—arctgF

Prad swobodny jest catkg ogolng réwnania rézniczkowego upr.:

. dig
Ri;+L—=0
dt

Réwnanie charakterystyczne R + L s =0, s, =-R/L czyli:

Ry

i.=Ae *t
Statg czasowg A Wyznaczarshy z warunku poczatkowego:
i(0)=1i,(0)+i(0)=0 zatem:

U
A= singy o),
/R2+w2L2

catkowity prad nieustalony wynosi :
Ul s

m

I = sin(wt+yY -@) -sin(y -@)e
/R2+w2L2
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Rys.2. Prad w obwodzie po zatgczeniu napiecia sinusoidalnie zmiennego (W=86°)
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Rys.3. Napiecie na cewce po zatgczeniu napiecia sinusoidalnie zmiennego (W=0°)



