LICZBY ZESPOLONE

1. Historia liczb zespolonych

Liczby zespolone pojawity si¢ w XVI w., w zwiazku z badaniami sposobow rozwia-
zywania roOwnan algebraicznych trzeciego i czwartego stopnia. Okazato si¢, ze rozwigzania
roOwnan trzeciego stopnia mozna uzyska¢ za pomoca dziatan algebraicznych na wspot-

czynnikach tych rownan, jednak tylko wtedy, gdy umie sig¢ oblicza¢ J-. Oczywiscie, w zak-
resie liczb, znanych w tamtym okresie, pierwiastek kwadratowy z liczby -1 nie istnial.
Niektorzy z matematykoéw zatozyli jego istnienie 1 nazwali go ,,liczba urojona”, a dotychczas

znane liczby nazwano ,,liczbami rzeczywistymi”. Oznaczajac J-1 przez ,,i”, przyjeto, ze
i = -1. Tworzono nowe ,liczby” a + ib, ktére nazwano ,liczbami zespolonymi”
1 okreslono czysto formalnie cztery dziatania na takich liczbach. Arytmetyka liczb zespolo-
nych nie doprowadzila do zadnych sprzeczno$ci. E. Euler (1707-1783) wprowadzil liczby
zespolone do analizy matematycznej, powodujac tym jej istotny postep.

Poczatek wieku XIX przyniost $ciste uzasadnienie istnienia liczb zespolonych.
Szczegdtowa teorig liczb zespolonych stworzyli C.F. Gauss (1777-1855) 1 W.R. Hamilton
(1805-1865). Gauss zinterpretowat liczby zespolone jako punkty plaszczyzny liczb
zespolonych (stad ,,ptaszczyzna Gaussa’), w ktorej wprowadzono pewne dziatania, zwane
dodawaniem i mnozeniem punktéw, czyli liczb zespolonych. Hamilton wprowadzit liczby
zespolone jako pary liczb rzeczywistych 1 okreslit dodawanie i mnozenie takich par. Obydwa
uzasadnienia sa rownowazne, bowiem punkty plaszczyzny sa wyznaczone przez pary liczb
rzeczywistych, wspotrzednych tego punktu na ptaszczyznie.

Obecnie liczby zespolone, na rowni z liczbami rzeczywistymi, ktére mozna traktowaé
jako liczby zespolone szczegdlnego rodzaju, sa niezbednymi narzedziami matematyka, fizyka
1 inzyniera. Szczeg6lne znaczenie odgrywaja w teorii obwodow. Wprowadzono specjalna
metode analizy obwodéw elektrycznych, opierajaca si¢ na liczbach zespolonych, nazywana
,metoda symboliczng”.

Ze wzgledu na zastosowania liczb zespolonych w teorii obwodoéw, jednostka urojona
bedzie oznaczana przez j, czyli
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Liczby zespolone beda oznaczane przez podkreslenie symbolu (litery), oznaczajacej t¢ liczbg:
z=a+]jb.

2. Zapis liczb zespolonych
2.1. Postaé kanoniczna liczby zespolonej
Liczba zespolona nazywamy par¢ uporzadkowana liczb rzeczywistych (a, b),
najczesciej zapisywana w postaci sumy
z=a+jb, j=-L.
Taka posta¢ liczby zespolonej nazywamy postacia kanoniczna (postacia algebraiczna).
Liczbg rzeczywista a nazywamy cze$cia rzeczywista liczby zespolonej z

a=Re{z},
liczbe rzeczywista b nazywamy czescia urojong liczby z
b =Im{z},

tak ze

z=Re{z}+jIm{z}.
Liczba zespolona a + jO jest zapisywana jako a 1 jest utozsamiana z liczba rzeczywista. Liczba
zespolona z = jb bedzie nazywana liczba urojona.



2.2. Interpretacja geometryczna liczby zespolonej — wskaz

Liczby zespolone mozna interpretowa¢ jako punkty na ptaszczyznie zmiennej zespo-
lonej we wspotrzednych prostokatnych Re{z}, Im{z}.Liczba z=a+jb jest punktem
o wspotrzednych (a, b) ptaszczyzny Gaussa.

Punkt ten jest oddalony od poczatku
uktadu wspotrzednych o odcinek o dlugosci
Na’ +b°.
Re{z) Ta war.toéc' J est nazywana modulem liczby zes-
polonej lub jej wartoscia bezwzgledna

Rys. 1. Interpretacja geometryczna |z|=Na® +b.
liczby zespolone;.

Odcinek skierowany od poczatku uktadu wspotrzednych do punktu reprezentujacego
liczbe zespolona jest nazywany wskazem tej liczby. Wskaz ma dtugo$¢ réwna modutowi

liczby zespolonej 1 jest odchylony od osi liczb rzeczywistych o kat nazywany argumentem
liczby zespolone;j

@ =arg(z).

g
@ =arctg| —
a

dla liczb zespolonych lezacych w pierwszej 1 czwartej ¢wiartce ptaszczyzny Gaussa oraz

(pzarctg(é]in
a

dla liczb lezacych w drugiej i trzeciej ¢wiartce.
Mozna zatem zapisac

Latwo zauwazyC¢, ze

@ =arctg (éj + n[a<0],
a
gdzie [a < 0] jest wyrazeniem logicznym, przyjmujacym wartosci
1, gdy a<0,
[a<0]={ " =
0, gdy a=0,
natomiast znak przy m[a<0] wybiera si¢ tak aby —n<¢ <m.
Kat ¢ spetniajacy warunek
—M<P<T
nazywa si¢ argumentem gldéwnym liczby zespolonej. Argument liczby 0 nie jest okreslony.

Przyklad 1
Obliczy¢ moduty i argumenty zadanych liczb zespolonych i przedstawi¢ je na
plaszczyznie Gaussa: |zi| = 5,45 + 3,25, |z2| = 4,5 - j3,45, |z3| = -5 433, |z4| = -4 — 5.

|z, |= \/(5,45)2 +(3,25)° =6,345471, arg(z,) = arc tg@’izj =0,537717rad = 30,81°.

b

|2, = \/(4,5)2 +(=3,45)* =5,670317, arg(z,)=arc tg(_i’:s

b

j =-0,654081rad = —37,48".

| 25 [=A/(=5)° +(3)* =5,830952, arg(z,)=arctg (%) +m=2,601173rad =149, 04".



|z, [=4/(-4)* +(-5)* =6,403124,
arg(z,) = arctg (‘—j) +71=4,037648 — 21=-2,245537 rad = —128, 66".

Dziatanie (4,037648-21) wykonano, aby obliczy¢ argument gtowny liczby.
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Rys. P1.1. Argumenty gtéwne liczb zespolonych.

2.3. Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej
Zgodnie z rys.1 mozna zapisaé

a=|z|cos(p), b=|z|sin(p),
czyli
z=| z|[cos(@) + j sin(p)].
Tg posta¢ nazywa sig postacia trygonometryczng liczby zespolone;.
Zgodnie z wzorem Eulera
z=|z|e" = z|[cos(p) + jsin(p)].
Posta¢ | z | ¢’ nazywa sie postacia wyktadnicza liczby zespolone;.

Kazda liczba zespolona z ma nieskonczenie wiele argumentow
arg(z)=@p+2kmn, k=0,£1,£2,....,
z ktorych, w obliczeniach, gldwnie stosuje si¢ argument glowny.

Przyklad 2

Liczbe z; = -8 + j3 zapisaé w postaci wykladniczej, liczbe z, =20e7"

postaci algebraicznej.
| z, |=8,544004, arg(z,)=2,782822rad = 159,44,

z, =8,544004 77752 =8,544004 54,
z, =20[cos(50°) — jsin(50°)] = 18,855752 - j15,320889.

zapisaé w



3. Dzialania na liczbach zespolonych
Liczba sprzezona do danej liczby zespolonej nazywa sig liczbg ze zmienionym zna-
kiem cze$ci urojonej liczby. Dla liczby

z=a+jb
liczba sprzgzona jest liczba
zZ¥=a—-jb
Poniewaz
zz¥=a’ +b°,
wiec

|z[’=zz*.

Rownos¢ liczb zespolonych wymaga réwno$ci czg$ci rzeczywistych 1 czesci
urojonych liczb:
zy=a,+]b, z,=a,+ b,
z,=z,&a,=a, ANb =b,.
Dwie liczby zespolone sa réwne sobie jezeli maja réwne moduty i argumenty:
— i — ip
z =z ", 2z, =z, €™,
2=z, 2z l=lz A g=0,
Liczba zespolona jest rowna zero, jezeli obydwie czesci tej liczby sa rowne zero:
z=a+]b,
z=0<a=0Ab=0.
Liczba zespolona jest rowna zero, jezeli jej modut jest rowny zero:
z=z|e”,

z=0<[z|=0.

Sume algebraiczna dwoéch liczb zespolonych mozna obliczy¢ sumujac ich czgsci
rzeczywiste 1 czg$ci urojone:
z+2z,=(a, +jb) £ (a, + jb,) = (a, £ a,) + j(b, £ b,).

[loczyn dwéch liczb zespolonych oblicza sig jak iloczyn dwdoch dwumianow:
z,z, =(a, + jb)(a, + jb,) =a,a, —bb, + j(a,b, + a,b,).
Iloczyn dwdch liczb mozna obliczy¢ z wykorzystaniem postaci wyktadniczej (Eulera) liczby
zespolone;j:
2z, =z, 1€ |z, [ Fz, || 2, | €7 =] 2, || z, | cos(@, +@,) + ]l z, || 2, | sin(g, +@,)].

Iloraz dwoch liczb zespolonych oblicza si¢ z wykorzystaniem pojecia liczby
sprzezonej:
Zi_ 212 * _ (a, + jb,)(a, + jb,) _ G +bb, .ab,—ab,
Z, Z2%,% ai +b22 az2 +bzz af +b22
Wykorzystujac posta¢ wyktadnicza liczb mozna zapisaé:
i | z, |ejgol _ | z, |ej((/71—(p2) _ |z, |

—=—cos(¢, —@,) + j_|Sin((01 —0,).

| G |z, | |2,

|z, |




Potege liczby zespolonej najwygodniej oblicza¢ wykorzystujac posta¢ wyktadnicza
liczby:

no_ i\ |, aine
2" =(|z]e”) =z e,

z" =|z|" [cos(n @) + jsin(n p)].
Ostatnia zalezno$¢ nosi nazwe wzoru Moivre’a.

Pierwiastek z liczby zespolonej ma tyle wartosci ile wynosi stopien pierwiastka:
.p+2kn

z=xflz|e” =8fizle ", k=0,1,2,...n—1.
Moduty wszystkich pierwiastkéw liczby zespolonej sa takie same, a ich argumenty r6znia si¢
o 2m/n. Wszystkie pierwiastki leza wigc na kole o promieniu £/|ZT| na ptaszczyznie Gaussa
1 dziela okrag na n czgsci (Rys. 2).
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Rys. 2. Pierwiastki trzeciego
stopnia liczby | z|e'.

Logarytm naturalny liczby zespolonej najlepiej oblicza¢ wykorzystujac posta¢ wyk-
tadnicza liczby zespolonej (argument liczby musi by¢ wyrazony w radianach).
In(z) =In(|z| ") =In(| z])+In(e’) =In(| z|) + j .

Logarytm dziesietny liczby zespolonej oblicza si¢ w podobny sposob.
log(z) =log(| z| ¢"”) =log(| z ) + jlog(e)=log(z |) + j0,434294 ¢.

Funkcje eksponencjalng liczby zespolonej najwygodniej oblicza si¢ dla liczb w postaci
algebraiczne;j.

e =e“" = e“[cos(b) + jsin(h)].

Funkcje sin i cos dla zespolonych argumentéw oblicza si¢ dla liczb w postaci algebra-

icznej.
sin(a + jb) = sin(a) cosh(b) + jcos(a)sinh(b),
cos(a + jb) = cos(a) cosh(b) — jsin(a) sinh(b).

Funkcje sinh i cosh dla zespolonych argumentow oblicza si¢ dla liczb w postaci alge-
braicznej

sinh(a + jb) = sinh(a) cos(b) + jcosh(a)sin(b),
cosh(a + jb) = cosh(a) cos(b) + jsin h(a)sin(b).



Przyklad 3
Zadane sa dwie liczby zespolone: z, =—-15+j10, z, =10— 8.
3.1. WartoSci sprzgzone do tych liczb:
z,*=-15-j10, z,*=10+j8.
3.2. Moduty liczb:

my, =z, |= /2,2, * = J(=15+ j10)(= 15— j10) = V15 +10° =18,027756,

my, = z, [= 2,2, * = /(10— j8)(10+8) =10 +8* =12,806248.
3.3. Argumenty liczb:

@, =arg(z,) = arctg (%) + n=2,55359,

@, =arg(z,) =arctg (%j =—0,67474094.

3.4. Liczba z; = (x—y)+ j(x+ y) ma by¢ rowna liczbie z;. Obliczy¢ wartosci x 1.
x—y=-15,
—>x=-2,5, y=12,5.
x+y=10,
3.5. Roznica liczb z, —z,:
z=(-15+j10)—(10—-j8) =-25+j18.
3.6. lloczyn liczb z, 1 z,:
z=(=15+j10)(10- j8)=—-150+80+j(100+120) =-70+ j220,
z=me'"me'” =230,86793¢™% =70+ j220.
3.7. lloraz liczb z, 1 z,:
z,  (=15+j10)(10+8) —230—-j20

Z=== : - =-1,402439-30,12195122,
Z (10—38)(10+8) 164
Z) mlem i3,22831 .
z===——"—"=1,407731¢" =-1,402438—30,12195122.
Zz mzelfﬂz

3.8. Liczba z; podniesiona do trzeciej potegi:
z=2z =(me")’ =5859,0208¢7 = 58590208 ¢! = 1125+ j5750,
ze wzoru Moivre'a z =m;[cos(3¢p,)+ jsin(3¢p,)]=1125+ j5750,
z=2,2,z, =(-15+;10)(-15+j10)(-15+ j10)=1125+;5750.
3.9. Pierwiastek trzeciego stopnia z liczby z;:

P i
z, =3z, = Yme =2,6220878¢05 1% —1,7281753 + j1,9719927,

P +2i)

T = 3/%1 63 3 = 2,6220878e>*1 = 2 5718833 + j0,51064723,
g 4
z =3fm, T3 262208785 _ () 84370818 — 2,4826399.
Mozna sprawdzié, ze z,z,z, =—15+j10.
3.10. Logarytm naturalny liczby z;:
In(z,) = In(m,e”) = In(m,) + jo, =2,8919126 + j2,55359=3,8579762 "7+,
3.11. Logarytm dziesigtny liczby z;:
log(z,) = log(m,e'”) = log(m,) + j@, log(e)=1,2559417+j1,1090101=1,6754978 ¢*">***'12,



3.12. Funkcja eksponencjalna:
e” =Y =%’ =3,0990232-107¢""” = (-2,5667393 — jl,6641733)-107".
3.13. Funkcje trygonometryczne:
s =sin(z,) = sin(—15) cosh(10) + jcos(—15)sinh(10 = -7161,7714 — j8366,6199,
¢ =cos(z,) =cos(—15)cosh(10) — jsin( —15)sinh(10) = -8366,6199 + j7161,7714.

Mozna sprawdzié, ze s+’ =1,
3.14. Funkcje hiperboliczne:
sh =sinh(—=15+ j10)=sinh(—15) cos(10) + jcosh(—15)sin(10) = 1371469, 7 — ;889207,23,
ch = cosh(—15+ j10)=cosh(-15)cos(10)+jsinh(-15)sin(10)=—-1371469,7 + j889207,23.

. 7. 2 2
Mozna sprawdzi¢, ze ch™ —sh™ =1.

4. Rozwigzywanie rownan w zbiorze liczb zespolonych
Zgodnie z podstawowym twierdzeniem algebry, kazdy wielomian stopnia n» ma n
miejsc zerowych (liczac krotnosci) i rozklada si¢ na iloczyn wielomian6w stopnia pierwszego

W(x)= anﬁ(x—xk).

Jezeli wspotczynniki wielomianu sa rzeczywiste, to kazdemu zespolonemu miejscu
zerowemu towarzyszy miejsce zerowe zespolone sprz¢zone.
Dla wielomianu drugiego stopnia

W(x)=a,x’ +ax+a,,

dla ktorego
—a, ++Ja] —4a,a, —a,—+Ja} —4a,a,
= 2a, A 2a, ’
Xy = xl*’
jezeli a’ —4a,a, <0.
Przyklad 4

4.1. Dla liczb z; = 2 + j3 1 z = 1 + j2 skonstruowaé¢ wielomian czwartego stopnia o
wspotczynnikach rzeczywistych.

w(x) = (x—z)(x—z,*)(x—z,)(x— z,*) = x* —6x° +26x" — 46X+ 65.
4.2. Dobraé warto$¢ wspotczynnika a tak, aby pierwiastki rownania 4x”> +ax+5=0 byly:

a. rzeczywiste,
b. zespolone.

Wyrdznik rownania A=a’ —4*4*5=qa" —80.
a. Pierwiastki rownania beda rzeczywiste, jezeli a° —80> 0, tj.
a<-8,94427 v a>8,94427.
b. Pierwiastki réwnania beda zespolone, jezeli a° —80<0, tj.
—8,94427 < a < 8,94427.
W tym przypadku pierwiastki beda zespolone, wzajemnie sprzgzone.



5. Przedstawienie symboliczne przebiegow sinusoidalnych
Niech

f(@)=F, sin(wt+@).
Dla takiego przebiegu mozna utworzy¢ przebieg zespolony

: F .
f(t)=F " = NG) T’; S
Jezeli wprowadzi¢ zespolona warto$¢ skuteczng przebiegu sinusoidalnego

F:ieif/”

to
f@&=2Fe",
1 wtedy
SO =Im{f (@)} =F, sin(o?+¢).
Wida¢ wiec, ze aby jednoznacznie reprezentowac symbolicznie przebieg sinusoidalny,
wystarczy poda¢ dwie liczby: zespolona warto$¢ skuteczna F oraz pulsacjg przebiegu:

F sin(wt+@)= F,o, E:%e”’.

Jezeli wiadomo, ze liczby F oraz o reprezentuja symbolicznie przebieg sinusoidalny,
to przebieg sinusoidalny mozna odtworzy¢ droga nastgpujacej operacji
F.o= f(t)=Im{2F ™} =F sin(wt+ @),

F,=2|E|, p=arg(F).
Przebieg kosinusoidalny mozna reprezentowa¢ symbolicznie po zamianie go na przebieg
sinusoidalny:
: F o).
F, cos(wt+@)=F,sin(wt+p+3)=F = ~m 072

NG

Przyklad 5
5.1. Przebiegi f,(t) =325,3sin(wt+40°) i f,(¢)=50cos(10’¢+20°) zapisaé w postaci sym-
boliczne;j.

F, :%el‘“" =176,19+ 147,84, w=314 rad/s.
50 j110° . 3
F,=—e =-12,09+ 333,23, w=10" rad/s.

N

5.2. Wiadomo, ze liczba F =-5+j6 przy pulsacji @ = 10* rad/s reprezentuje przebieg
sinusoidalny. Zapisa¢ ten przebieg.
F =781 &»=10* radss.
F(£)=Im{~2 7,815 e =11,05c0s (10*¢ +39,81°).
5.3. Roznice przebiegow f;(t) =100sin(wt +20°) i £,(f) = 200 cos(wt —20°) zapisaé jako je-
den przebieg sinusoidalny.
F = (66,4463 + j24,1844) — (48,369+j132,8926)=110,201¢ ****,

()= £.(t) - £,(t) = 155,848sin(ewt —80,56°).

Opracowanie: dr Czestaw Michalik i dr Wtodzimierz Wolski



