PWR ITA

Zaktad Teorii Obwodow
Szeregi Fouriera Opracowat
(6 rozwiazanych zadan +dodatek) Dr Czestaw Michalik

Zad. 1. Znalez¢ okres nastgpujacych sygnatow:
a) y=3cos(2mot) + Scos(7mot) + 4cos(12.5wt),
b) y=10cos(wgt) + Scos(1.41mt).

Zad. 2. Znalez¢ wyktadniczy szereg Fouriera sygnatow pokazanych na rysunku a, b, ¢, d.
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Zad. 3. Zapisa¢ w postaci wykladniczego szeregu Fouriera nastgpujacy przebieg okresowy
f(t) =4sin(4t) —2cos(3¢).
Zad. 4. Dany jest nastgpujacy wykladniczy szereg Fouriera
fO=>0-je™ +Q2+je” —2+2-je" +(1+j)e"™.
Wyznaczy¢ wartos¢ skuteczng tego sygnatu.

Zad. 5. Wyznaczy¢ zaleznoS$ci analityczne pozwalajace znalez¢ przebieg napigcia ustalonego
na induktorze w uktadzie zastgpczym pokazanym na rys. a pobudzanym SEM e(t) o przebiegu
trojkatnym (rys. b).

e« * R=10 %T u()

E,-1v, T=1s 11

Rys. a

Zad. 6. Oblicz moc czynna wydzielona w dwdjniku N przez 5-ta harmoniczna sygnatu u(t)
przytozonego do zaciskow tego dwojnika. Sygnat u(t) ma posta¢ podana na rysunku ponize;.

u(t)
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Rozwigzania zadan

Ad. 1

Zatozmy, ze w obwodzie dziala n okresowych pobudzen o okresach kolejno
T\, 1>, ..., Ty, przy czym dla kazdego i, j = 1, ..., n stosunek 73/7; jest liczba wymierna.
Oznacza to, ze istnieje taka liczba rzeczywista 7 € R i takie liczby naturalne ¢i € N, ze
T=qiT; (i=1,...,n).Jesli przez Ty oznaczymy najmniejsza z liczb T speiniajacych powyzsze
réwnosci, to w ogolnym przypadku wszystkie prady i1 napigcia w uktadzie bgda okresowe o
okresie rownym 7p (okres podstawowy). Jesli w obwodzie dziala n okresowych pobudzen o
okresach kolejno 71, 7>, ..., T,, przy czym istnieje co najmniej para liczb i, j taka, Ze stosunek
T;/T; jest liczba niewymierng. W tym przypadku prady 1 napigcia nie bgda okresowe.

2r & 27 27 4r
= ) T; = _’ T; = = N
20, o, Tw, 12,50, 25w,

Nalezy teraz znalez¢ takie ¢i € N, aby

SRR ¢

I'=qT, T'=q,T,, T =qT;.
2 2 4 4
Zatem T=q, =42, T=¢ -2 =141, T=q— =252
, , Tw, Tw, 25w, 25w,
. 4r . 2r 1 . . . o . .
Tak wigc T'=—, czyli @ =7 =Ea)0. Inaczej mozna stwierdzi¢, ze @ jest najwigkszym
@,

wspolnym podzielnikiem liczb 2o, 7@,, 125 ®,. W programie DERIVE jest to funkcja
GCD - Greatest Common Divisor, wykonanie rozkazu GCD(2,7,12,5) = 0,5.
2007 1

b) T = , Ow=—aw,.
) o, 100 °

Ad.2
a) Jednokrotne rézniczkowanie (dwa ciagi delt Derica) daje jesli u(¢r) <> U, , to

U, 2U, Jjoks
——e

u(t) < jokU, = 7 7 2 =2%(1—(—1)k).2atem

u,=j %[(—l)k - 1}, k#0,U,=0.Wstgpuja tylko nieparzyste harmoniczne.

b) Nalezy dwukrotnie rézniczkowaé. Jesli u(t)«>U,, to u'(t) <> jw,kU,, druga pochodna

8U | Jjokt  —jokt | 16U ejw()k%—e_jwok% 16U, . (=
e ‘Y-—e = = = ™ si

u"(t) <> -0 k’U, = 4 n| —k|.
() R T’ 2j T’ 2
4U,, sin (ﬁzkj
Stad U, =—j Qe k # 0. Wystepuja tylko nieparzyste harmoniczne.
V2
c) Nalezy dwukrotnie rozniczkowaé. Wynik jest nastgpujacy:
k
U, (1+(-1)) .
=—— S k=LU =—j-U,,.
Yy o ( i _ 1) Y J 4
Wystepuja parzyste harmoniczne oraz pierwsza harmoniczna.
2
d) Nalezy dwukrotnie rozniczkowac. Wynik jest nastgpujacy: U, = —ﬁ
7'(' J—
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Ad. 3
Najpierw nalezy znalez¢ okres funkcji f{(¢) (jesli nie istnieje, to rOwniez nie istnieje szereg
Fouriera). GCD(4,3) = 1. Zatem @y = 1. Stosujac znany wzor Eulera, mozna zapisaé
ej4t _e—j4t ej3t +e—j3t ) ) ) )
f(=4 — -2 = j2e /M —e 7 — j2e/M — e’
2j 2
Zatem F ,=j2, F ;=-1, F,=—j2, F,=-1.

Ad. 4

Zgodnie z pkt.3 podpunktem 4 (dodatek) F, = / Z |E k|2 . Zatem
k=—0

F2=[1—jf +[2+ [ + 22+ 2= j[ +]1+j =2+5+4+5+2=18. Tak wiec F, =18 =32.

Ad. 5
Funkcja transmitancji tego uktadu wynosi (dzielnik napigcia)

) ‘L @
H(jo)=—I—=— - L=
R+jol 1+ jo
Rozktadajac nieparzysta funkcje e(f) w szereg wykladniczy Fouriera ze wspotczynnikami Ex
(np. poprzez dwukrotne rozniczkowanie e(t), patrz Ad. 2b) otrzymuje sig:

4E sin [ﬂzkj
E ——

r="J e
oraz m,=2m. Jezeli u(t)<>Ux, wowczas Uy = H(jkw,) Ex wyznacza si¢ ze wzoru:
4E  sin 7k ) 4sin 7k )
) 2 JokL . 2 ) j2nk

Uy=—J

7’k? R+ jokL IR 1+ 27k

8k sin (”kj 8sin(ﬂkj 16sin(ﬂk)
B 2 B 2 ) 2

K (I j2nk) gk (4 +1) T ark el

Dla k = 1, 3 1 5 otrzymamy poczatkowe wspolczynniki wyktadniczego szeregu Fouriera
napigcia na wejsciu

E, ~0,4¢ 2, E,~0,045¢'>, E. ~0,016e 2, .
Dla k = 1, 3 1 5 otrzymamy poczatkowe wspoOlczynniki wyktadniczego szeregu Fouriera
napigcia na wyjsciu U; = 0.06290955131 - 0.3952723685-],
Us = -0.002382297627 + 0.04490525235j, Us = 0.0005155022379 - 0.01619498043-j.

—j1.4129rad i1.623rad —j1.5389rad
U, ~0,4e7 42 U, ~0,045¢" " U, ~0,016¢ /"

Na rysunku ponizej pokazano poczatkowe prazki widma amplitudowego 1 fazowego napigcia
wejsciowego dla k > 0. Poczatkowe prazki widma amplitudowego pokrywaja si¢ z prazkami
widma amplitudowego na wejsciu, natomiast prazkowe widmo fazowe jest podobne ciag
{~1,4129, 1,623, —1,5389} rad .
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=T1/2
Ur0.4 V 3
U3~0.045 V 0 1 2 3 4 |5«
I ~ Usx0.016 V
—o > 0= - /2 0s=- /2

0 1 2 3 4 5 k

Ad. 6
Rozktadajac napigcie u(f) w  zespolony szereg Fouriera otrzymamy:

= A 2 :
u(t)= Z Jj %e”"“k’, U,=5r, przy czym @, = 5 Wspotezynnik U, = j. Aby wyznaczy¢
k=—0, k=0
moc czynng wydzielona w dwojniku N przez 5-ta harmoniczng sygnatu, nalezy do wejscia
dwdjnika N podiaczy¢ zrodlo napigcia o wartosci skutecznej rownej wartosci skutecznej 5-tej
harmonicznej, tzn. E. :x/EQ s =2 j. Wowczas moc czynna wydzielona w dwojniku N
mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

. ' EJ
Psthe{Esls}ZRe E, _ £ ] l_ge _E[ _Rel_—2 L_1p
R+ j50,L R- j50,L 2-2] 2

DODATEK
1. Wykladniczy szereg Fouriera

Sygnal {(t) nazywa si¢ okresowym (periodycznym), jezeli istnieje taka najmniejsza
liczba 7> 0 (zwana okresem), ze dla dowolnego t:

A =ft+kT), k=0,+1,42,.... (1)

Sygnat okresowy f(¢), spetniajacy warunki Dirichleta , czyli:

- majacy w okresie skonczong liczbg punktow nieciaglosci pierwszego rodzaju,
- majacy skonczong liczbe ekstremow (przedziatami monotoniczny)

moze by¢ zapisany w postaci wyktadniczego szeregu Fouriera :

f@)=Y Fe", (2)
k=—0
gdzie
1 to+T . ‘
Fy= [ 1) ¥ di=|F [ (3)
fy
przy czym
t,+T
F, = T .[ f()dt jest sktadowa stata (warto$cia Srednia) , a w,=27n/T — pulsacja podstawowa,

tU

za$ tp moze by¢ wybrane dowolnie (wartos$¢ calki nie zalezy od wyboru fy).
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Baza rozwiniecia w wyktadniczy szereg jest zbior funkcji ortogonalnych typu ¢, dla
k=0, £1, £2, ... oraz dowolnego przedziatu o dlugosci réwnej okresowi. W skrdcie operacje
rozwinigcia (2) mozna zapisa¢ f(¢) <> F, .

Szereg (2) jest zbiezny prawie wszedzie do f(¢), tzn. dla kazdego t, z wyjatkiem
punktow nieciaglosci pierwszego rodzaju sygnatu f(f). W tych punktach nieciagtosci szereg
jest zbiezny do $rednie;j:

Hre )+ @)

Rozwinigcie (2) mozna zapisa¢ w rOwnowaznej postaci:
(0= Fy+ Y 2| F [cos(ka,t +arg{F,}) (4)
n=1

Do powyzszego wzoru mozna doj$¢ korzystajac z zaleznosci:
F e + F e =2 |Ek|cos(ka)0t +¢,). (5)

Zaleznos¢ (4) ma prosta interpretacj¢ fizyczna. Wskazuje ona na to, ze funkcje
okresowa o okresie T mozna traktowa¢ jako sumeg skladowej statej F 1 nieskonczenie wielu
przebiegdw sinusoidalnych o pulsacjach bgdacych wielokrotno$ciami pulsacji podstawowe;]

@y (harmonicznych). Wspotezynniki 2|F,|=F,, (k = 1, 2, 3,...) sa amplitudami tych

sktadowych, wspotczynniki ¢y ich fazami poczatkowymi.
2. Podstawowe wlasciwosci wykladniczego szeregu Fouriera.

Niech funkcje f(¢) 1 g(f) maja t¢ sam okres 71 niech f(¢t) <> F,, g(t) <> G, . Zbiory
wspotczynnikow szeregdw Fouriera maja nastgpujace wlasciwosci:

lintowos¢: af(t)+ pg(t) <> aF, + BG,,
2. przesunigeie w dziedzinie czasu: f(t—t,) <> F ekt
d" . n
L 10} (hoy)'E..

4. F k =F_,, gdzie (.)" oznacza operacje sprzezenia; z tej wlasnosci wynika, ze

3. rdézniczkowanie w dziedzinie czasu:

|E k| = | F_ k| - dyskretne widmo amplitudowe jest parzysta funkcja k,
@, =—¢_, - dyskretne widmo fazowe jest nieparzysta funkcja k,
5. Wspotczynniki okresowego ciagu delt Diraca: A5, (1) = 4 z o(t—nT) sa rowne

n=—o0

Definicje:

1. Zbior  wspolczynnikoéw { F k} nazywany  jest  dyskretnhym = widmem
czestotliwosciowym sygnatlu okresowego £(7).
2. Zbidr wspotczynnikow {|E k|} nazywany jest dyskretnym (prazkowym) widmem

amplitudowym sygnatu okresowego f{).
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nsign(Im{E,}) arctg [%j}

2 Im{F,}
nazywany jest dyskretnym widmem fazowym sygnatu okresowego £(7).

3. Zbior wspdtczynnikdéw {gok =argF, =

3. Wartos$¢ Srednia i skuteczna funkcji okresowej. Twierdzenie Parsevala.
Dla sygnatow okresowych mozna podac nast¢pujace stwierdzenia:

1. Warto$¢ $rednia (sktadowa stata) sygnatu okresowego f(¢) jest rowna:
1 to+T

F =F=— t)dr .
=R=7 [ro
2. Warto$¢ $rednia sumy sygnatow okresowych o tym samym okresie 7 jest rowna
sumie wartosci srednich tych sygnatow.

0

3. Twierdzenie Parsevala dla szeregéw Fouriera

1 t,+T 0 .
= [ fogdr=3 F,G,.
' 1 t,+T s
Z twierdzenia Parsevala wynika, ze T J fA(t)dt = z |E k|2 .
1, n=—0w0

0

4. Wartos¢ skuteczna sygnatu okresowego f{¢) jest rowna:

1 to+T 0 x
Fy= 7 [ 1w =JZ laly =JF52+ZF21k :
f k=—0 k=1

2|E,|
V2

F, jest wartoScia skuteczna sygnatu, F, , = jest wartos$cig skuteczna k — tej

harmonicznej sygnatu.
4. Reakcja ukladu na pobudzenie okresowe

Reakcje uktadu na pobudzenie okresowe mozna wyznaczy¢:

r(t)= > R,e"" = > H(jko,)P.e""" (6)
k=—0

k=—o0

gdzie

p(0)= 3 P,

k=—w0

H( jka)o) - warto$¢ transmitancji uktadu stabilnego w sensie BIBO dla o = ko, .

Moc czynna wydzielona w rezystancji 1 Q przy pobudzeniu pradem lub napigciem
okresowym jest rOwna

ty+T

P=— [ f(0dt=F + Y F,,
i k=1

1
T
gdzie u(t) lub i(t) > F,



PWR ITA
Zaktad Teorii Obwodow

Przyklady
Przyklad 1.
Oblicz wyktadniczy szereg Fouriera sygnatu okresowego f{(¢) podanego ponizej na rysunku:

A Fe
A

v

. . , 2z
Pulsacja podstawowa jest rOwna @, = 7

Wspotczynniki F,, wyktadniczego szeregu Fouriera dla przyktadu wyznaczymy bezposrednio

z definicji (catkowanie przez czgsci):
T

1704 AT L. A 1 . "
F,=—|=te"™dt =— |te""'dt =— 1-(1+ jkayt)e™™
B e fiea = o (- ke)e )0

:iizji k#0
T? 27k 27k’

gdy k= 0 (wartos¢ $rednia) Fj = ;

Najszybciej zadanie to rozwiazemy wykorzystujac wlasciwosci szeregu Fouriera. Zatozmy, ze
funkcja okresowa pokazana na rysunku ma f(¢) <> F, . Rdzniczkujac funkcje f{7)

otrzymujemy f () = ; — Ao, (t)=g(t)— Ao, (1) (g(t) =? - wartos¢ stata,

(funkcja g(t) ma wspotczynniki Gy = 0 dla k #0, gdyz
T 0 dla k#0

. 1% 4
G, =— 1) e dt=— | Zedr = :
= T[!g() TJT ? dia k=0

Stosujac  zalezno$¢ 5 (podpunkt 2 dodatek) dla k # 0 mozna zapisac:

7)< jko,F, = —? stad

F =j—.
= ok
Przyklad 2
Wyznacz wyktadniczy szereg Fouriera sygnalu okresowego u(f) podanego ponizej na

rysunku:

() o
funkcja sin(x)
Um
t
2T T lo T 2T
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Pulsacja podstawowa jest rowna @, = —

Okres funkcji u(¢) w przedziale od 0 do 7' mozna zapisa¢ analitycznie:

(2 . (o,
u,(t)=U, sin (%t}[l(r) ~1(t-T)|=U,sin (%tj[l(t) ~1(¢=T)].
Obliczmy pierwsza i druga pochodna u(2):
u.(t)=U, %cos [%tj[l(r) ~1(t~T)]+U, sin [%tj[ﬁ(t) ~6(t-T)]
~U, %cos(%t}[l(t) ~1(t-T)]
w.(ty=-U, %sin (%tj[l(t) ~1(t-T)]+U, %cos(%t][é’(f} ~6(t-T)]

-U, %sm(%tj[l(z)—l(t—mwm %5(t)+Um %5@—7’)

2

@ @, W,
=——u (O)+U —2Lo6()+U —6(t-T
4 uT() m 2 () m 2 ( )

Zatem druga pochodna funkcji u(f) wynosi (dla jednego okresu wystepuja dwie delty Diraca -
o, 1)
Um?oé'(t)+Um?°5 (t—T ), ktore jesli okresowo ‘powielimy’ utworza jeden ciag delt Diraca

U, 0,0,(t))
2

W (1) ==l + U, 0,57 ().

2
. U
jesli u(t) o F,, wiec u (t) > (jok 2E :—&E 4 2% . Z tego wyrazenia wyznaczamy
k J Wy k 4
Uma)O
Fo=—21L —_ _ 2
— 2 m 2 :
% _ 2 (4K -1)
4
22U, & 1 4
Ostatecznie : u(t) = “ e’
« m kZ;O 4k* -1

Powyzsze zalezno$ci stana si¢ jasniejsze, jesli postuzymy si¢ interpretacja graficzna podana ponizej
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fragment U sin [ZTr t
2T

w
fragment U | —~C0s [7”[]

UZUPELNIENIA

Do samodzielnych obliczen, ponizej podano funkcje okresowe i ich wspotczynniki Fy.

1. Parabola 1

1./0)
fragment 7

8.5




PWR ITA
Zaktad Teorii Obwoddéw

2. Parabola 2
fragment -(°-1) A

2

3. Funkcja trojkatna 1

4. Funkcja trojkatna 2

5. Funkcja schodkowa

I -

3 -2 -10 1 2 3 4

10
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5. Funkcja sinus-A

' S0

3cos(”2kj
, Lk #13,
F,={ z(9-¥)
1
T, k=43
T

6. Funkcja sinus-B

1 .f(t)

™=
=
Il
N
—~
e
[\
I
N
~—

11



